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SEGMENTOS Y ANGULOS 


ELEMENTOS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRÍA 
Los objetos que estàn en nuestro entorno dan la 
idea intuitiva de cuerpo geométrico, superficie 
geométrica, línea y punto. Una vez adquiridas es- 
tas nociones intuitivas, la mente hace abstracción 
de los cuerpos materiales que.han tomado de base 
y pasa de lo concreto a lo abstracto. Para la geo- 
metria, el punto,.la recta, el plano son elementos 
fundamentales que no se definen, solo surgen de 
la idea partiendo.de la realidad y formulando des- 
pués las propiedades que caracterizan a cada uno 
de estos elementos. 


Representación gràfica de un punto: . A 
Notación: punto A 


Representación gràfica de una recta: 


E 
—— > B 
Notación: recta L: E 
Notación: 


A Recta AB: AB 


Representación gráfica de un plano 


Notación: 
Plano P: /7P. 


SEGMENTO 


Es una parte de la recta comprendida entre dos 
puntos, a los cuales se le denominan extremos del 
segmento. 


a i Notación: 
A g segmento AB: AB 


Longitud de un segmento. Expresa el tamaño o 
medida de un segmento y resulta de la compara- 
ción del segmento con otro, que es tomado como 
unidad (metro); por ejemplo: si un segmento con- 
tiene 4 veces la unidad (metro) entonces dicho 
segmento tiene una longitud de 4 m. 


Si la longitud de un segmento no se conoce, esta 
convencionalmente se indicará con una letra latina 
minúscula. Así, del gráfico anterior, n es la longitud 
del segmento AB; entonces AB — n 


AB: se lee “longitud del segmento AB”. 


Punto medio de un segmento. Es aquel punto 
que pertenece al segmento y que lo divide en dos 
segmentos parciales de igual longitud. 


2 FAE 
e” a ‘l 
A M B 


SirM e AB-yAM = MB, entonces M es el punto 
medio de AB. 


OPERACIONES CON LAS LONGITUDES DE SEG- 
MENTOS 


A B C 


Los puntos A, B y C son colineales y consecutivos, 
entonces, se establecen las siguientes operacio- 
nes con las longitudes de los segmentos. 


Adición de longitudes de segmentos 


[ezme] > (acero) 


Sustraccion de longitudes de segmentos 


La distancia entre dos puntos es la-longitud 
de segmento que tiene por extremos a di- 


chos puntos. 

Sean P4 y P, dos puntos dados: 
d 

Si: P,Ps — d 

Luego: 


Fa, j 


d: distancia entre P4 y P, P, 


ANGULO 
Figura geometrica formada por dos rayos que tie- 
nen el mismo origen. 


A Region interior 


VV del angulo AOB 


4 | Banco de ejercicios 


Elementos: 
lados: OAy OB: vértice: O 
Notación: 


angulo Ao B: ZAo B 
medida del angulo Ao B: mZAoB = mZAoB =0 


BISECTRIZ DE-UN-ANGULO 

Es aquel rayo ubicado en larregión interior-del an= 
gulo cuyo origen es el vértice de dicho angulo y 
que forma con sus lados, angulos de igual medida. 


A 


O B 


En la figura, o P: bisectfiz del angulo Ao B. 


mzAoP = mZPoB 


CLASIFICACIÓN DE ÁNGULOS SEGUN SUS MEDIDAS 
Ángulo agudo. Es aquel'ángulo cuya medida es 
mayor que 07 y menor que 90% 


A 


el ZAo B es agudo 


OL 


O 
B 


Angulo recto. Es aquel angulo cuya-Medida es 
igual a 90". 


A 
el ZAoB es recto 
a 
O B 


Angulo obtuso. Es aquel angulo cuya medida es 
mayor a 90" y menor a 180". 


A 


el ZAo B es obtuso 


à 90° <a < 180° 
B 


SEGÚN LA POSICIÓN DE SUS LADOS 


Ángulos adyacentes. Son dos ángulos que tienen 
el mismo vértice y además están situados a distinto 
lado de un lado común. 


los ángulos Ao B'y Bo C son adyacentes. 


Ángulos consecutivos. Se denominan así a dos o 
más ángulos que son adyacentes con su inmediato. 


los ángulos Ao B, Bo C, Cod , y do E son conse- 


cutivos. 
m/ZAo E =a HB +0 +y 


Angulos opuestos por el vértice. Son dos angu- 

los que tienen el mismo vertice y ademas los lados 

de uno de ellos Son las prolongaciones de los lados 

del otro en sentido contrario. 
A 


7 M 
a oo 


B ~N 
los ángulos Ao B y Mo N son opuestos por el vértice. 


Jins maen] = [=o] 


Angulos complementarios. Son dos angulos cuya 
suma de sus medidas es igual a 90? 


A BM 
N 

a 0 

O Q 


se tienen los àngulos complementarios Ao B y MQN. 
Sea C(a): complemento de a. 


C(a) = 90° — a 


Ángulos suplementarios. Son dos ángulos cuya 
suma de sus medidas es igual a 180". 


A M 
B O Q N 


se tienen los ángulos suplementarios Ao B y MQN. 


a +0 = 180? 
Sea S(x): suplementario de-x. 
S(x) = 180° =x 


POSTULADO 
Por un punto. exterior auna recta solo se puede 
trazar una recta paralela a ella. 

«--------------- Cs --- > L, 


1 ‘L 


SiQes exterior a la recta L, entonces por Q solo se 
puede trazar L4 // L (recta.Lyparalela a la recta L). 


ANGULOS FORMADOS POR DOS RECTAS PARA- 
LELAS Y UNA RECTA TRANSVERSAL 


Al trazar una recta secante o transversal a dos 
rectas paralelas, se forman ocho angulos cuyas 
medidas guardan ciertas relaciones, asi tenemos: 


Angulos alternos internos 
L, 


La 


Sea: L II La, entonces a y 8 son las medidas de 
dos ángulos alternos internos. 
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Angulos conjugados internos 


L, 
a 
B L, 


Sea: D 1/ La entonces a y B son las medidas de 
dos ángulos conjugados internos. 


“ la sp = 180" 


Angulos correspondientes 


« ki > L, 
9 L, 


Sea: L 1 Los entonces o y 8 son las medidas de 
dos ángulos correspondientes. 


PROPIEDAD 


A 
v 
Fr 
N 


Si L, II LA entonces: 


En general: 


Si Wl, > zi =P zi 


a+b+c=x+y+z 
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- EJERCICIOS RESUELTOS | 


Los puntos A, B, C, d, E se encuentran sobre 
una línea recta, de tal forma que: 

BC = 2AB; Ad = 20; (AB)(CE) = (AC)(Bd ). 
Calcular d E. 


Resolucion: 


Sea: AB = a 
= BC = 2AB = 2a; CE = 20 — 3a.+x 
AC = 3a; Bd =20-a 
En el dato: (AB)(CE) = (AC)(Bd) 
a(20 — 3a + x) = 3a(20 — a) 

20 — 3a + x =.60 — 3a 
XS 40 


Se tienen cuatro puntos consecutivos A, B, C, 
d sobre una línea recta de modo que: 
Cd = 4AC; Bd — 4AB = 50. Calcular BC. 


Resolucion: 


A B (03 D 


Sea: AB = a; BC = x 


de los datos: 

Cd = 4AC = Cd = 4(a + x) 

Cd = 4a + 4x El) 
Bd — 4AB = 50 

BC -- Cd — 4AB = 50 ...(2) 
de (1) y (2): 

x + 4a + 4x — 4a = 50 = 5x = 50 
ICE 10 


En los ángulos adyacentes AoB y BoC se 


traza la bisectriz o F del ángulo Bo C. Encon- 
trar mZAo C, si m4AoC + mZAoB = 1407, 
mZAo B — mZ4BoF = 20" 


Resolución: 
A B 
F 
X 
> 
Z 


O Cc 


De la figura x= a +24 
de los datos: 
mZAoC + mZAoB = 140? 


a - 2) +a = 140° > a +4= 70? 
del dato: 
m4AoB — mZ4BoF = 20? 
a — q = 20? 
de (2) y (3): 


Tun yy, = 29 
Reemplazando en (1): x = 95° 


Calcular x,'si El un 


Resolucion: 


Usando propiedades: 
x +0 = 180? (1) 
0=4+08 (2) 


Por ángulos conjugados internos: 


(8) 


(p + 45)4 (4) + 5) - 480: 5 q 16 = 36° 


En (2): 0. 36° 
En (1): x + 36° = 180? 


Hallar x, si L // L, 


Resolucion: 


= 1489 


Usando angulos de lados perpendiculares: 
100” =2) =» y = 50" ...(1) 

Por angulos conjugados internos: 

24) + 5p = 180? (2) 

(1) en (2): 2(50) + 5B = 180° = B = 16? 
Por propiedad: x = q + 2B 

x = 509 216") ..x 882" 


En la figura, calcular.x, si: M es punto medio 
de AB. 
A M B 


(12 + 4a)xx 12(a +x) 


a) 12 'b)6 c) 4 d) 3 é)2 

En una recta se ubican los puntos consecuti- 
vos A, B, C y d, de modo que: BC = 6 y 
AC + Bd = 20. Calcular Ad. 


a)10  b)12».c)14 d)20  e)18 


Del gráfico, calcular x, Si: (AC)(AB) = 20 
A B M [el 


a) 6 b) 8 c) 9 d) 7 e)5 


En una recta se ubican los puntos consecutivos 
A, B, C y d de modo que: AC =.Bd = 8. Cal- 
cular Cd, si además: Ad — BC = 10 


a)10 b)4 e)5 d) 3 e)6 
Del grafico, calcular BD 
A B C D E 
RR 
3a 2a 2b 3b 
70 
a) 14 b)18 c)16 dj)42 e)28 


En una recta se ubican los puntos consecutivos 
A, B, Cyd de modo que: AB = 17; Cd = 23 y 
Ad = 6BC. Calcular BC. 


a)8 b) 7 c) 6 d) 5 e) 9 


1. 


12) 


13. 


14. 
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Del grafico, calcular la medida del segmento 
que une los puntos medios de Ad y de BC. 


A BOC D 
— 
30 REGA 
a)4  b)17 c)26 d)13 e)16 


En una recta se ubican los puntos consecutivos 
A, B, C y d, de modo que: 


= = se = = y (AB)(BC) = 96. Calcular Cd . 
a)16 b)20 c)4  d)12 e)24 


Del grafico, calcular x, si: CD — AB = 15 
A B C D 


a6 Db)y5 co4  d)J2  e)3 


¿ En una recta se ubican los puntos consecu- 


tivos A, B, C y d, de modo que: BC = 6; 
Bd — 2AB y AC — 5Cd. Calcular AB. 


a)3 b)4 c)2 d6  e)5 


En la figura, calcular x, si M es punto medio de 
AC yNes punto medio del BC. 


A B M N C 
X 6 
a)12 í b)6 c) 9 d)/18 e) 3 


En una recta se tienen los puntos consecuti- 

vos A, B, C y d de modo que: 

AC 45; Bd =4y L- 1-1: calcular BC. 
CD AB 2 


a) 1,5 b)1 c) 2 d) 3 e) 4 

En una recta se tienen los puntos consecuti- 
vosA, B, C y d, de modo que: 2AB = 3BC = 4Cd 
y Ad = 52; calcular Bd. 
a)36 b)24 c)28 d)42 e) 39 
En una recta se tienen los puntos consecuti- 
vos A, B, C, d, E y F, si: 


AC „BD, CE, DE = 14, calcular: 


BC CD DE EF 
AB, BC , CD , DE 


P= 5010D DET EF 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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a) 14 
d) 12 


b) 18 
e) 7 


c) 16 


En una recta se tienen los puntos consecuti- 

vos A, B, C y d. Calcular AC, si: (Ad (BC) = 16 
Es i 

YAB CD AC 


a) 1 
d) 4 


b) 2 
e) 8 


CIB 


Sobre una recta.se tienen os puntos consecu- 
tivos A, B y C. Luego se ubica el punto medio 
M de AB, si AB — 8yAC.— 22, hallar AM. 


a) 13 b) 14 c) 15 
d) 16 e) 17 


Sobre una recta se tienen los puntos consecuti- 
vos A, B, C y d de modo que: BC = 5 yAd = 29: 
Luego se ubican los puntos medios M de AB y 
N de Cd. Hallar MN. 


a) 17 b) 15 
d) 11 e) 19 


€ 


En una recta se tienen los puntos consecutivos 
A, B y C de manera que: AB — BC = 12. Luego 
se ubica el punto medio M de AC. Hallar MB. 


a) 6 b) 8 o) 3 
d) 4 e) 9 


Sobre una recta se tienendos puntos consecu- 
tivos A, B y C, tal que AB = 8; luego se ubican- 
los puntos medios M de AC y N de BC. Hallar 
MN. 


a)6 
d) 4 


b) 5 
e) 8 


c) 2 


En una recta se tienen los puntos consecutivos 
A, B, C y d, siendo AC = 7 y Bd = 11. Luego 
se ubican los puntos medios M de AB y N de 
Cd. Hallar MN. 


a) 6 b) 8 
d) 7 e) 9 


c) 10 


En una recta se ubican a los puntos consecu- 
tivos A, B y C, de modo que: AB — BC = 32; 
luego se ubican a los puntos medios M de AB, 
N de BC y S de MN. Hallar SB. 


22. 


23. 


24. 


25: 


26. 


27. 


28 


29. 


a) 16 
d) 6 


b) 12 
e) 8 


c) 10 


Sobre una recta se tienen los puntos consecuti- 
vosA, B, Cyd, de modo que: AB = 4 y Cd = 6. 
Luego se ubican los puntos medios M de AC y 
N de Bd; hallar MN. 


a) 3 b) 5 
d) 4 e)2 
Se tienen los puntos colineales y consecuti- 
vos A, B, Cy d, tal que: AB = Cd = 5. Hallar 
AC, si (Ad (BC) = 144. 
a) 6 b) 12 
d) 14 e) 15 


c) 6 


c) 13 


dados los puntos colineales y consecutivos A, 
B, C y d, de modo que: AB = Cd = 3. Hallar 


IURI 
AĈ, si: SE AD “20 
a)6 b) 12 o) 13 
d) 14 e) 15 


Se tienen los puntos colineales y consecutivos 
A, B, C y d. Si AB = 3Cd, BC = 11 y Ad = 35, 
hallar Cd. 


a) 4 
d) 7 


b) 5 
e)8 


c) 6 


Sobre una recta se tienen los puntos consecu- 
tivos A, B, C y d. Hallar BC, Si: Ad = 6BC, 
AB = 9 y Cd. — 16. 


a) 5 b) 6 
d) 7 e) 8 


c) 4 


dados los puntos colineales y consecutivos A, 
B, C yd, de modo que: 3AB = 5Cd, BC =7 y 
Ad — 39. Hallar Cd. 


a) 10 b) 11 c) 15 
d)/12 e)4 

. Sobre una recta se tienen los puntos consecu- 
tivos P, Q, R y S, tal que: RB, 
PS + QR = 38. Hallar QR. 
a) 15 b) 10 c) 20 
d) 25 e) 14 


Se tienen los puntos colineales y consecutivos 
A, B, C y d, tal que: 2AB = 3BC = 4Cd y 
Ad = 26. Hallar Bd. 


30. 


Ui 
Li 
2 
« 
d 
0 


a) 16 
d) 20 


b) 18 
e) 14 


c) 12 


En una recta se tienen los puntos consecutivos 
A, B, C y d. Hallar AC si (AB)(Cd ) = (Ad (BC); 
(BC)(Cd) = 47 y (Ad (AB) = 


a)6 
d)9 


b) 7 
e) 42 


c) 8 


En el gráfico: A, O y B son colineales. Hallar la 
mZAoC. 


a) 22°30; 
b) 452 
c) 30? 
d) 15? 
e) 60? 


Si: N Il k. calcular: a +b+cxd+e 


a) 180? 
b) 520? 
c) 480? 
d) 360? 
e) 720? 


Si: E II L, calcular el màximo valor entero de 
x, siendo el ZCAB agudo. 


a) 18° 
b) 17° La e B 
c) 16° x 
d) 15? 

e) 12° La 3% 


Si C indica complemento y S indica suple- 
mento, calcular: 
3C (309) +2S(100%)]? 
340 


Y 


10. 
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a) 81 b) 25 
d) 100 e) 121 


Sean ZAoB, 4BoC y 4Cod ángulos adya- 
centes de modo que el 4Bo C sea recto. Sean 
o P, oQ Y o Z bisectrices de los ZAo B, ZCod 
y Po Q en ese orden. 


c) 144 


cHicular: MZAOB 
alcular: mZCOD 

a) 1 b) 1/2 c) 1/3 
d) 2 e) 3 


Se tienen los angulos consecutivos Ao B, Bo C 
y Cod , de manera que el ZAod sea de 164” 
y el ZBoC s sea d de 96°. Se trazan las bisec- 
trices o oT, o oS, oP yo OR, de los àngulos Ao B, 
Cod , AoS y Tod en ese orden. Calcular la 
mzPoR. 


a) 34° 
d) 46: 


b) 28° 
e) 17° 


c) 68° 


Se trazan los rayos _coplanarios y consecu- 
tivos oA, (o) oB, oC y od, determinandose los 
angulos consecutivos Ao B, Bo C, Cod ydo A 
que miden 90", 70”, 100 y 100”. Calcular el 
complemento de 6". 


a) 70? b) 80? 
d) 17 e) 60: 


c) 10? 


De la figura, Calcular el máximo valor entero i - 
par de Xx, si 6 es la medida de un angulo agudo. 


a) 100? 
b) 120? 
c) 130? 
d) 133" 
e) 445? 


El doble del complemento de un angulo suma- 
do con el suplemento de otro angulo es igual 
al suplemento del primer angulo. Calcular la 
suma de las medidas de dichos angulos. 


a) 100? b) 45? c) 90? 
d) 180? e) 120? 


Se tiene los angulos consecutivos Ao B; Bo C y 
Cod , tal que: m4Aod = 148” y mZBo C = 36". 
Calcular la medida del angulo formado por 
las bisectrices de los angulos Ao B y Cod . 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


a) 108? 
d) 56? 


b) 36? 
e) 74° 


c) 92° 


Se tiene los ángulos consecutivos Po Q, Qo R y 
Ro S, de tal manera que: mZPo R = 32° + k y 
mZQo S = 88° — k. Calcular la mZQoR, si el 
ángulo Po S es recto. 


17. 
a) 229 + k b) 30? c) 689 — 
d) 40? e) 16? + k/2 
Calcular la mzBo C, si;mZAo B = 2m.4Cod. y 
2m4 Ao B + mzdo E = 150? 
A) 259 e 
D 

b) 75° B 
c) 60° 
d) 65° 18. 
e) 50° A oj E 
Si: E II La, calcular x. 
a) 143° 
b) 127? 
c) 150° 
d) 135° 
e) 165? 19. 
Calcular x, si: La // L, // La ya — b = 36? 

Lı 

La 

La 
a) 54° b) 72° c) 36° 20 
d) 63° e) 52° 


El doble del complemento de un ángulo au- 
mentado en el triple del suplemento del doble 
de dicho ángulo nos da 480°. Hallar, el suple- 
mento dicho ángulo: 


a) 30° b) 60° 
d) 150° e) 135° 


c) 120° 


La diferencia de las medidas de dos ángulos es 
40° y el triple del suplemento del ángulo doble 
del primero es igual al duplo del complemento 


0 
> 
< 
d 
0 


del suplemento del angulo triple del segundo. 
Calcular la medida de dichos angulos. 


a) 60” y 60? b) 30° y 90? 

c) 45° y 75? d) 70° y 50? 

e) 40° y 80? 

Sean: ZAoB, 4Bo¡€, 4Cod , 4do E y ZEoF 


ángulos consecutivos, tales que: mZAo F = 154" 
y mZAod =m2BoE = mZCo F. 

Calcular la mZBo C, si la medida del ángulo 
formado porla bisetriz del 4Cod y el rayo o E 
es igual a 54”. 


a) 23 
d) 36: 


b) 28° 
e) 75° 


c) 63° 


Del gráfico, calcular el valor de 8 cuando x 
toma su mínimo valor entero par. Si: L II Es: 


a) 34 Li 
b).32? 
6) 28: 
d) 29: 
e) 30° x 


X-0 


x 


La 


, DABAQ 3 y mZAQC = 100°, 
mZDCQ 2 


calcular el complemento del 4d CQ. 


a) 20? A A 
b) 60? 

c) 50° Q 

d) 70? 
e) 80? 


Si: AB // dC. 


u 


. Si: G // Ly, calcular x. 


a) 15? sx 

b) 102 Li 
c) 12,5? 

d) 229 

e) 22930' L2 


TRIANGULOS 


Es la figura geometrica formada al unir tres puntos 
no colineales mediante segmentos. 


B Elementos: 
Vertices: A, B y C 
Lados: AB, BC y AC 
Notación: 


A C / Triangulo ABC: AABC 


REGIONES | DETERMINADAS RESPECTO .AL 
TRIANGULO 


B“ — 
y? Región interior 


Región exterior 
relativa a AB 


Región exterior 
relativa a BC 


<- --> 
A y Región exterior NC 
relativa a AC 


ÁNGULOS DETERMINADOS RESPECTO AL 
TRIANGULO 


Medida de los ángulos internos: a; B: 0 
Medida de los ángulos externos: x; y; z 
Perímetro de la región triangular ABC (2Pxa8c) 


Semiperimetro de la región triangular ABC (Pac) 


a+b+cC 
PAABC — a 


TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL TRIANGULO 


Teorema 1. En todo triangulo la suma de las medi- 
das de sus angulos interiores es igual a 180". 


B 
A 
B 
a +B +0 = 180? 
AC An 


Teorema 2. En todo triángulo la medida de un án- 
gulo exterior es igual a la suma de las medidas de 
dos ángulos interiores no adyacentes a él. 


B 
D 
A X 


Teorema 3. En todo triángulo la suma de las me- 
didas de los ángulos exteriores considerando uno 
por vértice es igual a 360°. 


By 
x +y +z = 360° 
= c 
A Pa 


Teorema 4. En todo triángulo al lado de mayor 
longitud se le opone el ángulo de mayor medida y 
viceversa (propiedad de correspondencia). 


En el AABC, si: 


Cc 


Teorema 5. En todo triangulo la longitud de un lado 
es mayor que la diferencia de las longitudes de los 
otros dos y menor que la suma de las mismas (pro- 
piedad de existencia). 
B 
En el AABC, sea: 
c a azbzc 


b=c<a<b+c 


A 
b 


Teoremas adicionales 
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En la figura: AAOB y 
ACod presentan un an- 
gulo interior opuesto por 
el vertice. 

Se cumple: 


BAX gl 
y 
A 
A D 


A 


a +0 = 1809-- B 


a 6 


7 


CLASIFICACIÓN DE TRIÀNGULOS 


Los triàngulos son clasificados de acuerdo a las 
medidas de sus àngulos o la longitud de sus lados. 


Según las medidas de sus àngulos 


1. Triangulo rectàngulo. Es aquel triangulo que 
tiene un angulo recto. 


B, 
VA 
a 
[oj 
~S 
b 
En la figura, mZABC = 90" 


AB y BC: catetos; AC: hipotenusa 
Además : a +0 = 90" 


e 


Teorema de Pitágoras. En todo triángulo rec- 
tángulo el cuadrado de la longitud de la hipo- 
tenusa es igual a la suma de los cuadrados de 
las longitudes de sus catetos. 


En el MABC, se cumple: 


b 
: 


2. Triángulo oblicuángulo. Es aquel que no tie- 


ne ángulo recto y puede ser: 


Triángulo acutángulo. Es aquel triángulo, 
que tiene sus ángulos internos agudos. 


B 


a < 90°; B < 90°; 8 < 90° 
c = AABC: acutángulo 
/ [Fa] 
A A 
Triángulo obtusángulo. Es aquel triángulo 
que tiene un ángulo interior obtuso. 


B Si: 9 > 90° 
a = AABC: obtusangulo, 
C obtuso en A. 


=== 
b 


Según las longitudes de sus lados 


1: Triángulo escaleno. Es aquel triángulo, en el 
cual, sus lados tienen diferente longitud. 


B 
ie 
a 
Gj 
Pl LA E F, 
b 


Si: a £b Ac =» AABC: escaleno 
i 


2. Triangulo isosceles. Es aquel triangulo que 
tiene dos lados de igual longitud. 


Si: AB =BC 

= AABC: isósceles. 
AB y BC: laterales 
AC: base 


mZBAC = mZACB 


3. Triangulo equilatero. Es aquel triangulo cu- 
yos lados son de igual longitud. 


Si: a =b = c = AABC: equilàtero 


5a =B =0 =60? 


LINEAS NOTABLES ASOCIADAS AL TRIANGULO 


Ceviana. Es aquel.segmento que une un vér- 
tice con un punto del lado .opuestoso de su 
prolongacion. 


B 


A D C E 


En el AABC: 
- D pertenece a AC 
= Bd: ceviana interior relativa a AC 
+ E pertenece a la prolongación de AC 
> BE: ceviana exterior relativa a AC 


Mediana. Es una ceviana que biseca el lado 
al cual es relativa. 


B 


A M c : | 
— FI Pd 
L L pa 


M es punto medio de AC DN 


= BM: mediana relativa a AC 


Mediatriz. Es aquella recta perpendicular a 
un lado que biseca a dicho lado. 


B L 
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En el A ABC: L LAC y AM = MC 
= L: mediatriz de AC 
Altura. Es una ceviana perpendicular al lado, 


al cual es relativa, la posicion de una altura res- 
pecto al triangulo depende del tipo de triangulo. 


B 


A H C 


BH LAC 
= BH: altura relativa a AC 


E B 
$ 
A mi A 
A H C 
En el NABC 


= BH: altura relativa a la hipotenusa AC 


Qu 
En el AABC: obtusangulo (y > 90") 
AP: altura relativa a BC 


CQ: altura relativa a AB 
BH: altura relativa a AC 


Bisectriz. Es aquella ceviana interior o exte- 
rior que biseca a un angulo interior o exterior, 
respectivamente. 


Bisectriz interior 
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En el AABC: 
Ad: bisectriz interior relativa a BC 


Bisectriz exterior 


En el AABC: 
BE: bisectriz exterior relativa a AC 


PROPIEDADES DE/ AÀNGULOSDETERMINADOS 
POR BISECTRICES 


+ Angulo determinado por las bisectrices de un 
angulo interior y un angulo exterior. 


En el AABC: 
AP: bisectriz del angulo interior. 
CP: bisectriz del angulo exterior. 


K-o 


+ Angulo determinado porlas bisectrices de dos 
angulos interiores 
En el AABC: 
Al yC: bisectrices de 
los ángulos interiores. 
B 


= e 
xX 909 +5 


e Angulo determinado por las bisectrices de dos 
ángulos exteriores 


4 En el AABC: 
El, "BÉ y CE: bisectrices 


de los àngulos exte- 
riores. 


0 
= = (Or. 2. 
„.| x=90 > 


TRIÁNGULOS CONGRUENTES 
Son dos triángulos cuyos ángulos son, respectiva- 
mente, de igual medida y además sus lados co- 
rrespondientes de igual longitud (ángulos y lados 
homólogos) 

AABC = AA'B'C' 


mZBAC = mZB'A'C' > AB = A'B' 
mZABC = mZA'B'C' > BC = B'C' 
mZACB = mZA'C'B' = CA = C'A' 


CASOS DE CONGRUENCIA 

Para poder afirmar que dos triangulos son con- 
gruentes, es necesario que tres elementos en uno 
de ellos sean de igual media que los otros elemen- 
tos correspondientes en el otro triangulo, de los 
cuales por lo menos uno, es un lado. 


Caso: Lado - Angulo - Lado(LAL). dos triangu- 
los son congruentes, si tienen un angulo interior de 
igual medida y ademas los lados que determinan a 
dicho angulo, respectivamente, de igual longitud. 


LADA 


=C 


Si: m4BAC — mZB'A'C' 
AB = A'B' 
AC = A'Q' 


= AABC = AA'B'C' 


Caso: Ángulo - Lado - Ángulo (ALA). dos trián- 
gulos son congruentes, si tienen un lado de igual 
longitud y además los ángulos adyacentes a di- 
chos lados, respectivamente, de igual medida. 


B B 
| A LN, 
b b 


Si: AC — A'C' 
mZBAC = mZB'A'C' 
mZACB = mZA'C'B' 


=» AABC = AA'B'C' 


Caso: Lado - Lado - Lado (LLL). dos triangulos 
son congruentes, si sus lados son, respectivamen- 
te, de igual longitud. 


ASO: 


Si: AB = A'B! 
BC = B'C' AABC = AA'B'C' 
AC = A'C' 


APLICACIONES DE LA CONGRUENCIA 
Teorema de la bisectriz. Todo punto que pertene- 
ce a la bisectriz de un angulo equidista de los lados 
de dicho angulo. 


A4 Bisectriz 


Si RcoP RH LOAYRQJ oB 
>| RH - RQ oH=oQ 


Teorema de la mediatriz. Todo punto de la media- 
triz de un segmento equidista de los extremos de 
dicho segmento. 


Sea: L mediatriz del 
segmento AB. 


Si Pe L 


- [eu] 


Base media de un triangulo. Es el segmento que 
tiene por extremos, los puntos medios de dos la- 


2D PARIS 
AMORA SOFÍA 
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dos de un triangulo; al tercer lado se le denomina 
base. 


base 
media 


A— base 


Teorema de la base media. Es todo triangulo, una 
base Media es.paralela a la base y su longitud es 
la mitad de la longitud de dicha base. 


Si:AM = MB y BN = NC = MN: base media 


[MINAC] A | MN = £E 


Teorema de la mediana relativa a la hipotenusa 
En todo triangulo rectangulo la longitud de la me- 
diana relativa a la hipotenusa es igual a la mitad de 
la li de dicha hipotenusa. 


BM: mediana relativa a la hi- 
potenusa AC del NABC. 
—— 4 li AC 
se | BM = => 


NA —~— NOTABLES 

Se denominan asi a ciertos triangulos rectangulos 
en los cuales conociendo las medidas de sus àn- 
gulos internos (denominados angulos notables) se 
tendrà presente una determinada relación entre las 
longitudes de sus lados y viceversa. Entre los mas 
importantes tenemos: 


A notable de 45" N notable de 30" y 60? 


S b 
45N a/2 60°N Za 
a a 
H ASA m 30975 
a ad3 
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à notable de 15” y 75° 


a(46 — 12) 


TRIANGULOS RECTANGULOS NOTABLES APROXI- 
MADOS 


à notable de 37° y 539 


D 
5k 
3k 
LI as 
Zk 


N notable de 
539/2 = 26930' 


= 2/5 
O [N 
2a 


N notable de à notable de 
379/2 = 18930' 16" y.74* 
È 
ad10 742 25k 
a 7k 
b N ki 16978 
3a 24k 


à notable de 8" y 82° 


EJERCICIOS RESUELTOS 


1. En el interior de un cuadrado ABCd se cons- 
truye el triàngulo equilàtero AEd, la prolon- 
gación de BE corta el lado Cd en el punto F. 
Hallar la medida del àngulo d EF. 


Resolución: 


ABCd es un cuadrado: 

AB = BC = Cd =Ad =a 

El AAEd es equilàtero: 

AE = Ed =Ad =a 

mZEAd = mZzAEd = mZAdE = 60? 

El AABE es isósceles: 

30” + 2 mZAEB = 1800 = mZAEB = 75° 


En el punto E: 75° + 60" + x = 180? 
. xE 453) 


En un triangulo ABC, AB = 5; BC = 9, 
m4A = 2m<C, se traza la bisectriz interior 
Bd. Calcular Ad. 


Resolucion: 


Sobre la prolongación de CA construimos el 
triàngulo isósceles AEB, con AE — AB — 5 

El AEBC es isósceles: EB — BC — 9 
Analizando àngulos se deduce que el AEBd 
es isósceles: Ed — EB 

Dix S 9 4)... xes 4 


Calcular X. 


Resolución: 


Usando el teorema adicional 1. 
En el AABCd: 45 =3x HF4h FX ...(1) 


En el BEBCd: 35 = 242 439 +x ..(2) 
de(1)y(2):x = 12? 


En un triangulo ABC se traza su mediana AM, 
por el punto medio F de AM se traza una recta 
paralela al lado AC que corta al lado AB en d 
y al lado BC en E. Hallar FE, si dF = 3. 


Resolución: 


B 
N M 
A A 


Trazamos MN // AC // dE 


En el AANM; dF es su base media: 
dF=3= — = NM=6 
En el AABC, MN es su base media: 


NM = e = A > AG = 12 


En el/AAMC, FE es su base media: 


FE = = - x= 1 „x=6 

Los lados de un triangulo ABC miden AB = 10, 
BC = 14, AC = 16, se trazan BQ y BP per- 
pendiculares a las bisectrices interiores de los 
angulos A y C. Encontrar PQ. 


Resolucion: 


A OD 8 E GC 
—10— 
m16 — 


Prolongamos BP y BQ 

El AABE es isósceles: AB = AE = 10; BQ = QE 
El Ad BC es isósceles: BC = Cd = 14; BP = Pd 
En el Ad BE, PQ es su base media: 


PQ=2E „.PQ=4 
t= 
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Calcular x, si: Ad — Bd, BE = EC 


B 
2X 


A D E C 


Resolución: 


El AABd es isósceles: mZA = mZABd = a 
El ABEC es isósceles: mC = mZCBE = q 
En el vértice B: 3x + a + = 180” ... (1) 
En el AABC: 2x =a +4 ... (2) 
de (1) y (2): x = 36° 


En un triangulo ABC, las bisectrices interiores 
de los angulos A y C se cortan en el punto F. En- 
contrar la medida del angulo B, sabiendo que: 
mZAFC + mZABC = 165". 


Resolución: 


A e 
Usamos la propiedad de bisectriz interior 
mZAFC = 90? + 3 
del dato: mZAFC + mZABC = 165" 
90? + 5 +x=165° x. x= 50 


En un triángulo ABC, la mediana Bd y la ceviana 
interior AE se cortan en F. Encontrar FE, si 
AF = 12, EC = 2BE 


Resolución: 


18 | Banco de ejercicios 


Trazamos dJ // AE. ; a) 2; 3; 4; 5; 6 E 
En el AAEC, d J es su base media: | b) 2, 3; 4 dd EE 
EJ=JC=m = dJ = AE (1) MA A 

— i d) 4;5; 6 
En el AdBJ, FE es su base media: i e) 3:4 P UR 

f f X 
DJ : 

FE=x= — dJ = 2x 6. En el triangulo escaleno mostrado, calcular 


los valores:enteros que pueden tomar x. 


12+x à 
En (1): 2x N.. X= 4 : 
2 | a) 2; 3; 4 T 
Lo AAL : b) 3; 4 b 9 
EJERCICIOS PROPUESTOS 1 : 0)2;3 
a o : d) 1;2;3;4;5 p V 
1. En la figura, calcular la diferencia“éntre el : e)4 3x 
máximo y/el mínimo valor entero que puede 
tomar x. : Ze Enla figura, calcular: x + y + z 
N j a) 180? 
i b) 360? 
9 i 
5 ; c) 540? 
i d) 720? 
M X E i e) 270? 
a)9 b) 8 c) 7 : 8./ Enla figura, calcular: a+b+c+d+e+f 
d) 6 e) 5 : 
q a) 180? 
2. En lafigura, calcular x, si: AB =Ad y BC SEC : b) 360? 
a) 10? B : c) 540° 
b) 12° E d) 720? 
c) 15? : e) 900° 
d) 18° : 
o : 9. | En la figura, calcularla ZABC 
e) 20 A E D £ 1 
i B 
3. Enla figura, calcular I A R 
a) 150° E 
b) 118? i A 
c) 144? D Bg i: ĝi D ki 
ae : ) 40° b) 459 ) 60? 
i a Cc 
126? : 
e) dy 90* e) 75 
4. Enla figura, calcular x O : 10. En la figura, calcular 
a) 120? l 
b) 150? M 
c) 144” 
d) 135? 
e) 105? LA = ” O 
5. En la figura, calcular los valores enteros que : a) 10? b) 15? c) 20? 


puede tomar x. : d) 12° e) 18° 


14. 


12: 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


En la figura, calcular x 


a) 70 A L 
b) 80? 

c) 75 

d) 90" s YD 
e) 120" 80 70 


En la figura, calcular X 


a) 50? 
b) 60? 
c) 70? 
d) 80? 
e) 40? 


En la figura, calcular el maximo valor entero 
que puede tomar x. 


a)6 E 

b) 7 I 

c) 8 NS | 
gs NOS 
e) 9 RA = R 


En la figura, calcular: X,+ y 
a) 120? 
b) 180? 
c) 607 
d) 90? 
e) 45" 


En la figura, calcular x, si: AC = Bd 


a) 35° J 


b) 45° 
En la figura, calcular x, si H es ortocentro del 


c) 50? 
triangulo ABC. 
B 
A 
lr— a 
1 


d) 60? 

e) 40? 

a) 1 

b) 2 

c) 3 

d)4 

En la figura, calcular x, si H es ortocentro del 
triangulo ABC. 


e) 5 


18. 


19. 


20. 


[uj 
Li 
> 
« 
a 
0 
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o B 
a) 15 A... 
b) 20° 40 
c) 25? 
d) 30? 
e) 40? 
A o C 


En la figura, calcular x 


a)'60? A 
: 
A D 


b) 539 
o A 
d) 45" 
e) 30° 
En la figura, calcular x, si: G es baricentro del 
AABC. 
a) 60° B 
b) 45” 
c) 37? 

d) 15° A c 

e) 30° r 

En la figura, calcular x, si: | es incentro del 
triángulo ABC. 

a) 45° 

b) 40° 

c) 30° 

d) 36° 

e) 20° A Q 


B 


En la figura, calcular el valor de x 


a) 20° 
b) 10° 
c) 30° 
d) 15° 
e) 25° 


En un triángulo ABC se traza la ceviana Bd 
que biseca a la mediana AE en el punto P, cal- 
cular Pd, si Bd = 8. 
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a) 2 
d) 5 
3. Enla figura 
a) 7 
b) 6 
c) 4 
d) 5 
e) 3 


4. Enla figura 
a) 17 
b) 15? 
c) 21? 
d) 13" 
e) 12? 


5. En la figura 


6. En la figura 
a) 50% 
b) 309 
c) 20? 
d) 40? 
e) 70? 


7. Enla figura 


a) 21? 
b) 32 
c) 42° 
d) 36° 
e) 40° 
8. Enla figura 
a)6 
b)2 
c) 3 
d)4 
e)5 


9. Enla figura 


a) 37° 
b) 53° 
c) 30° 
d) 60° 
e) 45° 


e) 6 


, calcular el valor de x 


1 


m6 —I 


, Calcular el valor de a. 


, Calcular el valor de x 
12. 

, Calcular el valor de x 
13. 

, calcular el valor.de x 
14. 

, Calcular el valor de x 

6 
15. 


OL 


, Calcular el valor de x 


b) 3 c) 4 ¿ 10. 


En figura, calcular el valor de x 


a) 40? 
b) 30? D 
c) 50? 

d) 10? z 

e) 20° 


En la figura, calcular QC, siN = 6. 


A N Cc 
a) 6 b) 8 c) 9 
d) 7 e) 5 


En la figura, calcular el valor de x 


a) 15? 
b) 30: 
c) 18° 
d) 10° 


e) 12° 2a 


w 


En la figura, calcular el valor de x 


a) 30° 3 
b) 45° 

c) 37° 

d) 60° A 

e) 53° 


En la figura, calcular el valor de x 


a) 60° b) 15? c) 45° 
d) 37° e) 47° 


En la figura, calcular el valor de x 


go 


a) 15? b) 25? c) 20? 
d) 16? e) 30? 


16. 


17. 


18. 
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En la figura, calcular el valor de a. : 19. Enla figura, calcular BD 
a) 15? I I a) 6 
b) 14* RI +20 ; b) 5 
A o 
d) 10 A ~ ; d) 7 
e) 18° : 

E 


En la figura, calcul 


a) 26° 


E)8 E 
. Enla figuri + valor de x 


POLÍGONOS Y CUADRILATEROS 


POLIGONOS 

Es la figura geometrica cerrada, que se forma al 
unir consecutivamente tres o mas punto no coli- 
neales, mediante segmentos; de tal modo que di- 
cha figura limite una region del plano 


Poligono 


Region interior 
al poligono 


Region exterior 
al poligono 


Elementos: 

Vértices: A, B, C, d, E,... y P 
Lados: AB, BC, Cd, dE, ....y PA 
Notación: 

Poligono ABCd E...P 


Angulos determinados 


Medidas de los angulos interiores: 
OL], Q2, 013, Olg Y Qs 

Medida de los ángulos exteriores: 
9, 05, 03, 04 y 05 


LÍNEAS ASOCIADAS AL POLÍGONO 

Diagonal. Es el segmento cuyos extremos son dos 
vértices no consecutivos. 

Para el polígono ABCDEF, mostrado en el gráfico; 
AC es una diagonal. 


Diagonal media. Es el segmento cuyos extremos 
son los puntos medios de dos lados. 

Para el polígono ABCd EF, mostrado en el grá- 
fico; si: M y N son puntos medios de AF y Ed, 
respectivamente, entonces MN es una diagonal 
media. 


CLASIFICACIÓN DE POLÍGONOS 

Por la región que limitan 

. Poligono convexo. Es aquel poligono que 
limita una region convexa. 


A G 


El poligono ABCd EFG limita una region con- 
vexa, entonces el poligono se denomina con- 
vexo. 


F Polígono no convexo o cóncavo. Es aquel 
polígono que limita una región no convexa. 


D, E 
B C E 


A 


El poligono ABCd EFGH limita una region no 
convexa, entonces el poligono se denomina 
no convexo. 


Por las medidas de sus elementos (lados y àn- 
gulos) 


. Polígono equiángulo. Es aquel polígono 
cuyos ángulos internos son de igual medida; 
dicho polígono siempre es convexo. Además 
sus ángulos externos son de igual medida. 


El poligono ABCd EF es equiangulo. 
a: medida de sus ángulos interiores 
0: medida de sus ángulos exteriores 


Polígono equilátero. Es aquel polígono cu- 
yos lados son de igual longitud; dicho polígo- 
no puede ser convexo o no convexo. 


E 4 D M a Q 
poligono convexo poligono no CONVEXO 
o cóncavo 


Los polígonos ABCd E y MNLTQ son equilà- 
teros. 


Poligono regular. Es aquel poligono equiàn- 
gulo y equilàtero a la vez. 


El poligono ABCd EF es regular. 
o: centro del poligono regular (punto de con- 
currencia de las mediatrices de los lados) 


ANGULO CENTRAL 


En un poligono regular, se define el angulo central, 
como aquel angulo cuyo vertice es el centro del 
poligono y cuyos lados contiene a los extremos de 
un lado de dicho poligono 


En el gráfico, 4Ao B: angulo central. 


PROPIEDADES 


En todo poligono de n lados: 


N.” angulos 
Gaudi o = 
N.” vértices = N.° lados = intemos ~" 
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Suma de las medidas de los angulos inter- 
nos (Si): 


El polígono:es convexo de n lados. 


Si Oj Haj +... + A = 1809(n — 2) 
Tambien se cumple en poligonos no con- 
vexos. 


Suma de las medidas de los ángulos externos 
de un poligono convexo tomado uno por verti- 
ce (Se): 


Se muestra un polígono convexo de n lados. 
Se = 360? 


Número de diagonales de'un poligono: 


e — Número de diagonales trazadas desde un 
vértice: 


Vino) 7 
Se muestra un polígono de n lados. 
N. diagonales de 1 vértice = N — 3 


e Número total de diagonales. En todo polí- 
gono de n lados: 


Ni nn- 3) 
- total de diagonales — ag — 
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5. Numero de diagonales medias de un poligono: 


Mn M1 


Min-1) M2 
M(n=2) Mg 


Se tiene un polígono de n lados. 


Sean: M4, M», M3,..., M, los puntos medios de 
los lados del polígono: 


o = 
N. diagonales medias de 1 punto medio — NA 


e Número total de diagonales medias en 
todo polígono de n lados: 


n(n=4) 


N.° = 
: total de diagonales medias — ; 


6. Medida de un angulo interior en polígonos 
equiangulos: 


Se muestra un poligono equiangulo de n lados. 
0: medida de un angulo interior. 


= 180?(n — 2) 
—— 


0 


7. Medida de un angulo exterior en poligonos 
equiangulos: 


Se muestra un poligono equiangulo de n lados. 
a: medida de un angulo exterior. 


_ 360? 
a = 
n 


CUADRILATEROS 


Es aquel poligono de cuatro lados. Puede ser con- 
vexo o no convexo. 


CABCd : convexo 

+ Lados opuestos: AB y Cd, BC y Ad 

e Ángulos opuestos: BAD y BCD, ABC y ADC 
e diagonales: AC y Bd 

e Suma de medidas de ángulos interiores. 


a +B +0 +8 = 360? 


AABCd : no convexo o cóncavo 


diagonales: AC y Bd. 


CLASIFICACION DE CUADRILATEROS CONVEXOS 


Los cuadrilateros convexos se clasifican segun el 
paralelismo de sus lados opuestos en: 


TRAPEZOIDE 


Es aquel cuadrilatero convexo que no presenta la- 
dos opuestos paralelos. 


Un trapezoide puede ser simétrico (trapezoide don- 
de una de las diagonales es parte de la mediatriz 
de la otra diagonal) o asimetrico (trapezoide que 
no cumple la condición del trapezoide simétrico). 


CABCd:: trapezoide simétrico 
Entonces: AC es parte de la mediatriz de Bd. 


También, se cumple que AC es eje de simetría del 
trapezoide. 


C 


A D 
ZAABCd: trapezoide asimétrico 


TRAPECIO 
Es aquel cuadrilátero convexo que solo tiene un 
par de lados opuéstos paralelos. 


B C 
A t 
M N 
s t 
A D 


H 


Si: BC // Ad, AB MH Cd 

Entonces ZAABCd-es-un trapecio. 
e — Bases: BC y Ad 

e Laterales: AB y Cd 


+ Altura: BH o 
. Base media: MN 


CLASIFICACION DE TRAPECIOS 


Los trapecios se clasifican de acuerdo a la longitud 
de sus lados laterales en: 


Trapecio escaleno. Es aquel trapecio cuyos lados 
laterales tienen diferente longitud. 


B (03 


A D 


Si: BC // Ad y AB £ Cd 
= DABCd: trapecio escaleno 
B C 


A D 


mZABC = mZBAd = 90° 
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= DABC: trapecio rectángulo (recto en A y B). 
También es un trapecio escaleno. 


Trapecio isósceles. Es aquel trapecio cuyos lados 
laterales son de igual longitud. 


Si: BC // Ad y AB = Cd 
= DABCd: trapecio isósceles 


Se cumple: 
[mæn mzaa ]y [ac ea] 
PROPIEDADES 


. En todo trapecio, la base media es paralela a 
sus bases y su longitud es igual a la semisu- 
ma de las longitudes de sus bases. 


B b C 
n, m 
M N 
n m 
A iD 
a 


En la figura, MN esla base media del trapecio 
ABCd. 


i ila EA m = Ñ 


También: 


E. Y 


— jo 
OO 


> 


(ABCd: trapecio rectángulo 
Si: M es punto medio de BC y MN LAd 


Se cumple: 
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. En todo trapecio, el segmento que une los 
puntos medios de sus diagonales es paralelo 
a sus bases y su longitud es igual a la semidi- 
ferencia de las longitudes de dichas bases. 


B=b=C 


x= 


BC //Ad, P y Q son los puntos medios de AC 
y Bd, respectivamente: Se cumple: 


pi 


+ Mes un punto medio de AC y MH 1 Bd. 
Se cumple: 


VIZ 
LA du 


al 


C= ==; 


Se cumple: 


PARALELOGRAMO 


Es aquel cuadrilátero convexo que tiene sus dos 
pares de lados opuestos paralelos. 


D 
AN 


Si:AB//Cd y BC//Ad 
= (IABCd: paralelogramo 


PROPIEDADES 


CLASIFICACION DE PARALELOGRAMOS 
Romboide. Es aquel paralelogramo que tiene los 
lados consecutivos de diferente longitud y sus àn- 
gulos interiores tienen medidas distintas de 90". 
No es equilátero ni equiángulo. 


LJABCd : romboide 


Rombo. Es aquel paralelogramo que tiene sus la- 
dos de igual longitud y sus àngulos interiores tie- 
nen medidas distintas de 90”. Es equilàtero y no 
equiàngulo. 


LIABCd : rombo 


Rectàngulo. Es aquel paralelogramo que tiene 
sus lados consecutivos de diferente longitud y 
las medidas de sus àngulos son iguales a 90". Es 
equiangulo y no equilàtero. 


B— "m am Q 
| ~r | EAbea- rectangulo 
a 


AR > bb 


Cuadrado. Es aquel paralelogramo que tiene sus 
lados de igual longitud y las medidas de sus ángu- 
los igual a 90”. Es equilátero y equiángulo, es decir 
que el cuadrado es un polígono regular. 


DABCd : cuadrado 
o: centro del cuadrado. 


Teorema: 


Es un cuadrilàtero convexo o no convexo, el cua- 
drilàtero que tiene por vértices a los puntos medios 
de sus lados es un paralelogramo. 


AA 
B (e 

a 
LN 

a £ 

d È d P 

M, N, L y P: puntos medios de AB, BC, Cd y Ad, 
respectivamente: 


Se cumple: | ZZMNLP: paralelogramo 


1. El número de diagonales.de un poligono 
es igual a doce veces su numero de lados. 
¿Cuántos lados tiene el poligono? 


Resolución: 


Na 412n > un - P 


2. La diferencia entre el numero de diagonales y 
el numero de ángulos rectos que/ contiene la 
suma de las medidas de los angulos interiores 
de un poligono es igual a 13. Hallar el numero 
de lados. 


Resolucion: 
Na iiu N."Zrectos s 13 
n(n— 3) 180” (n-— 2) 


5 7 13 s.n =9 


3. En un poligono, el número de diagonales más 
el número de triangulos que se forman al unir 
un vértice con los otros vertices mas el nume- 
ro de angulos rectos que contiene la suma de 
las medidas de sus angulos interiores es igual 
a 14. Encontrar el numero de lados. 


Resolución: 

Na T NP triángulos ki N. ángulos rectos — 14 

n(n — 3) 180 (n — 2) 

E dr (ni =D) 9 Y EL 4 
z ta 2) —ags 


nes 5 


4. 
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Los números de lados de dos poligonos regu- 
lares son dos numeros consecutivos. Calcular 
el numero de lados del poligono de mayor an- 
gulo exterior, si la diferencia de las medidas 
de sus ángulos exteriores es 12”. 


Resolución: 


Sean: n y n + 1 el número de lados de los dos 
poligonos:regulares. 


360° 360% 


Por dato: 2— =12=n=5 


nat 
Entonces los poligonos tienen 5 y 6 lados. 

El polígono que tiene el menor número de la- 
dos tendrà el mayor àngulo exterior. 

z. 5 lados 


Hallar el número de lados de un polígono regu- 
lar, si la medida de su angulo interior es igual al 
triple de la medida de su àngulo central. 


Resolución: 


1800(n— 2) _ 
—= 


m4i= m/e > 3 


y.n=8 


3609 
x —— 
n 


Calcular la base mayor de un trapecio, los 
lados no paralelos miden 5 y 7, las bisectri- 
ces interiores de los angulos adyacentes a la 
base menor se cortan en un punto de la base 
mayor. 


Resolución: 


M 
x 


Usando angulos alternos internos: 
mZAMB = mZMBC = a 
mzdMC = mZMCB =0 


El AABM es isósceles: AM — AB — 5 
El AMCd es isósceles: dM = dC = 7 
X= 12 


En un cuadrilàtero convexo ABCd, AB = 6, 
Cd = 10. Hallar el perimetro del cuadrilatero 
que se forma al unir los puntos medios de BC, 
AC, Bd yAd. 
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Resolucion: 


Usando el principio de la base media de un 
triangulo: 


En el AABC: MN = 2 =3 
En el AABd4PQ = 2 =3 
I = 10. 
En el ABIA MO = -> = 5 
— 10 
En el AACd: NP 52 = 5 


2. perimetro del AMNPQ = 16 


En un rombo ABCd cuyo lado mide 12, se 
toma el punto-medio-M del lado BC, por el 
punto medio de BM se traza una recta para- 
lela aldado AB que corta a Bd en P y a AM en 
Q. Hallar PQ. 


Resolucion: 


PQ //AB 


Usando el principio de la base media de un 
triangulo nos damos cuenta que P y Q son los 


puntos medios de Bo y AM. 


En el trapecio ABMo; PQ = AB-MO (q) 


2 
En el AABC: Mo es su base media 
Mo — AB =6 
2 


Reemplazando en (1): 


PQ- 58 „pass 


Calcular el número de lados de un polígono 
convexo, si se sabe que: la suma de las medi- 
das de sus àngulos internos es igual al séxtu- 
plo de la suma de las medidas de sus àngulos 
externos. 


a) 13 b) 14 c) 15 
d) 12 e) 10 


En la figura, ABCDEF es un hexagono regular, 
calcular 0. 


a) 90? 7 y 

b) 105° ZI 

e), 120: BA E 
d) 450° MIN 

e) 144° APN EF 


Se tienen dos polígonos convexos de modo 
que el número de lados de uno es el doble 
del otro. Si la diferencia entre sus números 
de diagonales es 81, entonces el polígono de 
menor lado se llama: 


a) Hexágono 
C) o ctógono 
e) decágono 


b) Heptágono 
d) Nonágono 


Calcular la suma de las medidas de los án- 
gulos internos de un polígono convexo, si se 
sabe que desde 3 vértices consecutivos de 
dicho polígono se han trazado 14 diagonales. 


a) 900 b) 1980 c) 1800 
d) 1620 e) 1080 


En la figura, calcular a + b, six + y + z + w = 200? 


a) 300: 
b)/100? 
c) 400? 
d) 190? 
e) 200? 


En un poligono equiangulo ABCd E..., se sabe 
que el número total de diagonales es el triple 
de su numero de lados; BC = Cd y AB = Bd. 
Calcular la m4Ad E. 


a) 120? b) 80? c) 60? 
d) 40? e) 90? 


10. 


14: 


12. 


13. 


En la figura mostrada, calcular x 


a) 6 
b) 7 
c) 5 
d) 5,5 
e) 4,5 


En la figura, calcular x 


a) 2 
b) 3 
c) 4 
d) 5 
e) 6 


5x 


En un trapecio isósceles, la diagonal mide el 
doble de su mediana. Calcular la medida del 
ángulo formado por las diagonales: 


a) 45° b).60* c) 30? 
d) 150? e) 90? 


Las diagonales de un trapecio miden 10 y 12. 
Calcular el maximo valor entero que puede to- 
mar la medida de su mediana. 


a) 7 b) 8 
d) 40 e) 11 


c) 9 


En la figura, calcular x 


a) 3 
b) 4 
c) 5 
d) 6 
e) 8 


En la figura, calcular x 


a)1 B C 

b) 2 

c) 3 : 10 
d)4 l 

e)5 A 53 Ap 


En el romboide ABCd mostrado, calcular la 
distancia entre los puntos medios de AE y BF. 


a) 1 C D 

c) 3 E 
= iie” 

e) 6 B Sa 


14. 


mos 


16. 


Y 


18. 


19. 


20. 
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En el trapecio ABCd mostrado, calcular x. 


b 
a)2 Bg = l 
03 P 
c) 4 a Š b 
d) 5 
e) 1 A D 
8 

En la figura, calcular x 
a) 4 
b) 3 
c) 6 
d) 7 

T o. 
e) 5 a a 


En la figura, calcular x, si el pentagono es 
regular. 


a)72? 
b) 45? 
€) 60? 
d) 36° 
e) 30° 


Se tiene un decágono regular ABCd EF..., ha- 
llar la medida del menor ángulo que forman 
las prolongaciones de AB y Ed. 


a) 72° b) 36° 
d) 18° e) 9° 


c) 54° 


éCudl es el poligono cuyo número de diago- 
nales es el doble del número de diagonales de 
otro poligono que tiene tres lados menos? 


a) Pentagono 
c) icosagono 
e) dodecagono 


b) Nonagono 
d) decagono 


En un poligono regular ABCd EF... de n la- 
dos, la mZACE = 135". Calcular su número 
de lados. 


a)8 
d) 32 


b) 16 
e) 30 


c) 24 


En un poligono regular ABCd E...., las me- 


diatrices de AB y dE se cortan formando un 
angulo de 135". Calcular el número total de 
diagonales del poligono. 


b) 20? 
e) 35° 


a) 10? 
d) 30? 


c) 25? 
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21. 


22. 


En un polígono equiàngulo desde (n — 5) : 23. Enla figura mostrada, si ABCD es un trapecio, 
vértices consecutivos se trazan (n -- 6) dia- : calcular MN 

gonales. Calcular la medida de un angulo : 
interior. 


a) 135? b) 140° c) 108° 
d) 60° e) 120° 


Si el octógono mostra 


a) 60° 
b) 75° 
c) 53° 
d) 70° 
e) 85° 


CIRCUNFERENCIA 


Es el conjunto de todos los puntos de un plano que 
equidistan de otro punto, de dicho plano, deno- 
minado centro. A la distancia constante de estos 
puntos al centro se denomina radio de la circun- 
ferencia. 


Una circunferencia determina en su plano corres- 
pondiente dos conjuntos de puntos, denominados 
interior y exterior a la circunferencia. 


. Si: IO < R = i es un punto interior a la circunfe- 


rencia. 

. Si: EO > R =» E es un punto exterior ada cir- 
cunferencia. 

. Si: OP =R = P es un punto de la circunferen- 
cia. 


LÍNEAS ASOCIADAS A LA CIRCUNFERENCIA 


Se tiene la circunferencia de centro o y radio R. 


e Cuerda: Cd 

. Diámetro: AB 

e Flecha o sagita. EF 

. Recta secante: PQ 

. Recta tangente: E (T: punto de tangencia) 
. Recta normal: Es 


+ Arco: es una porción cualquiera de la circun- 
ferencia determinada por dos puntos de la 
misma, denominados extremos del arco, en la 
figura, por ejemplo: el arco PQ: PQ 


El circulo es la porción del plano que 
comprende la circunferencia y su inte- 
rior. El perimetro del circulo es igual a la 
longitud de la circunferencia, entonces 
se cumple: 


L.:4ongitud de la circunferencia 
r: radio.de la circunferencia 


La medida angular de una circunferen- 
cia es igual a 360? 


círculo 
= I 
circunferencia 


ANGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


Angulo central 
A 


a Ao B: ángulo central 


B 


Ángulo inscrito 


A 
P ZAPB: ángulo inscrito 
e a 
x== 
2 
B 
Angulo semiinscrito 
ZAPB: angulo 
semiinscrito 
a 
xX=~ 
2 
a 
Recta 
tangente 
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Angulo exinscrito 


ZBPQ: angulo 
exinscrito 


Recta „lx=g 
secante i 2 


ZAPB: angulo interior 


a LB 
qe A 


ZAPB: angulo exterior 


~ 
P 
ZAPB: angulo exterior 


a — 
Ñ = 
recta 2 


tangente 
A P 
B ZAPB: angulo exterior 
a a-p 
AlS 
Ap 


además: | x +ß = 180? 


PROPIEDADES 


La recta tangente a una circunferencia es 
perpendicular al radio trazado en el punto de 
tangencia. 


Lr: recta tangente a la cir- 
cunferencia en T. 


OT ET 
el tl 


Todo diàmetro perpendicular a una cuerda bi- 
secaa dicha cuerda y a los arcos que subtiende. 


MN: diametro, 
si MN LAB 


B 
ademas: mAM = mMB mAN = mNB 


En una misma circunferencia o circunferen- 
cias congruentes; si dos arcos son de igual 
medida sus cuerdas correspondientes son de 
igual longitud; ademas dichas cuerdas equi- 
distan del centro 


Si: MAB A MCD 


además: 


En una circunferencia los arcos comprendidos 
entre dos cuerdas paralelas son de igual me- 
dida. 


T Recta tangente 


. Los segmentos tangentes a una circunferen- 
cia trazados desde un punto exterior, son de 
igual longitud. 


PA y PB son tangentes a la circunferencia. 


ademas:Po bisectriz del ZAPB 


POSICIONES RELATIVAS DE DOS CIRCUNFEREN- 
CIAS COPLANARIOS 
e  Circunferencias exteriores. Son aquellas 


cuya distancia entre los centros es mayor que 
la suma de los radios. 


e  Circunferencias tangentes exteriores. Son 
aquellas cuya distancia entre los centros es 
igual a la suma de los radios. 


T: punto de tangencia entre las circunferencias. 


e — Circunferencias secantes. Son aquellas cuya 
distancia entre los centros es menor que la 
suma de los radios y mayor que su diferencia. 


AB: cuerda común a 
las dos circun- 
ferencias. 
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Observacion: 
Circunferencias ortogonales 


L, L, 


Ll recta tangente a la circunferencia de cen- 
troo, 

La: recta tangente a la circunferencia de cen- 
tro o 4. 


Circunferencias tangentes interiores. Son 
aquellas cuya distancia entre los centros es 
igual a la diferencia de los radios. 


T: punto de tangencia entre las circunferencias. 


Circunferencias interiores. Son aquellas 
cuya distancia entre los centros es menor que 
la distancia delos radios. 


Circunferencias concéntricas. Son aquellas 
cuya distancia entre los centros es cero; es 
decir tienen el mismo centro. 


AZ. To NB 


L=2R2- r? 


AB: cuerda de la circunferencia de radio R 
tangente a la circunferencia de radio r. 
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CUADRILÁTERO INSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA 


Es aquel cuadrilátero cuyos vértices pertenecen a 
una misma circunferencia. 


[e] 
Un, circunferencia 
se circunstricas al 


CNABCD 


Am 70 


A, B, C y d : son puntos de la circunferencia, entonces: 


OABCd: inscrito-enda.circunferencia 


PROPIEDADES 


. En el cuadrilatero inscrito sus angulos interio- 
res opuestos son suplementarios. 


CABCd: inscrito 


[0 +p = 180? 


si: a es la medida del ángulo exterior de vérti- 
ce C. 


Se cumple: 


. En todo cuadrilatero inscrito; sus diagonales 
determinan con los lados opuestos angulos 
de igual medida. 


CABCd: inscrito 


tes en A y B. 


| MN// PQ 


Se tienen dos cir- i 
cunferencias secan- : 


CUADRILATERO INSCRIPTIBLE EN UNA CIRCUN- 
FERENCIA 

Es aquel cuadrilatero convexo que puede ins- 
cribirse en una circunferencia; es decir, que sus 
vertices pueden ser ubicados en una misma cir- 
cunferencia. 


Si: A, B, C y d pueden ser ubicados en una circun- 


ferencia. 
<. | AÆABCd: inscriptible 


CONDICIÓN PARA QUE UN CUADRILATERO SEA 
INSCRIPTIBLE 


Primer caso. Todo cuadrilàtero convexo cuyos 
angulos interiores opuestos son suplementa- 
rios, es inscriptible. 


Si: a -B.= 180° = | MABCd: inscriptible 
= | AABCd: inscriptible 


Segundo caso. Todo cuadrilatero convexo cuyas 
diagonales determinan con dos lados opuestos an- 
gulos de igual medida, es inscriptible. 


Si: a 50 


Si: a — 80 


= [AABCd: inscriptible 


= EJERCICIOS RESUELTOS — 


El punto o es el centro de la circunferencia 
exinscrita relativa al lado BC de un triangu- 
lo ABC, los segmentos Bo y Co cortan a la 
circunferencia en los puntos d y E, sobre el 
mayor arco-dE se toma: un'punto F. Hallar 
mZBAC, si m4BAC =imZd FE. 


Resolución: 
Z 


mZF =xY = (angulo inscrito) 


m/o = mDE =2x (ángulo inscrito) 


El centro o es el excentro del AABC, luego 
Bo y Co.son bisectrices exteriores: 


mati 90" - MAT = 90" 1X 
2 2 
Uu. — Kio 
Calcular mBD, si: AB = AE = ED: mzZC= 20? 
A 


Resolucion: 


a —ĝ 


20° = 


2 (ángulo exterior) 


= 40° =a —d 
Pero: 360° = 3a + p (longitud de la circunferencia) 
Sumando: a = 100° 


Luego: 40° = 100° =b ~. 4 = 60° 


3. 


4. 
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Calcular x, si: mOA = 40”, los puntos o y 01 
son centros. 


Resolucion: 


Mzd = e = 20? 


En el No Ad: mZo = 90° — 20? = 70? 
mzZo = 70” =» mCD = 70” (angulo central) 


x= — (ángulo inscrito) 


(ángulo inscrito) 


z. X = 35" 


Un pentágono ABCdE se encuentra cir- 
cunscrito a una circunferencia, de modo 
que AB Cd + AE = 11,BC 4 dE — 5. Hallar la 
longitud de la tangente que parte del vértice A. 


Resolución: 


A x q E 


En la figura, hacemos la congruencia de las 
tangentes, del dato: 


AB + Cd +AE = 11 
x+m>+n+f+q+x=11 ...(1) 
BC+dE=5 

m+n+f+q=5 ... (2) 
Reemplazando (2) en (1): 
“.x=3 
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5. Calcular x, Si: : 3. Calcular x 


mAB = 60%, mAE = 70°, mzd = 20? i a) 3a — 2b 
i b)2b—a 
c) 2a —b 
d)a +b 
e)a-b 


: 4. Enla figura, calcular el perimetro del triangulo 
sombreado. A 


a) 12 A 

b) 6 po 5 

c) 9 4 

d) 18 

e) 15 

5. Calcular el perimetro del trapecio ABCd. 


B Č 
a) 22 PF 
b) 30 N 


c) 28 
i d):26 A 
= : e) 23 AZ AD 


20° = 107 [A (ángulo exterior) 
eso 6. / En la figura, calcular x, si: O es centro 

=» mBC —30 xa = a) 2 
Pero: 70? + 60? + mBC + MEC = 360? i b) 3 

y i Cc) 6 
=» mEC = 200" : 3 4 

EC — mAB : e) 1 
x= = mà 3 (angulo exterior) E ) 

7. | Calcular R 

x= 200° — 60° k=x=/0? 


2 : a) 4 
o JE 
ee =“ l c) 7 P 8 
[ EJERCICIOS PROPUESTOS 1 Eo JAR 
KIIN RIK e) 3 1 


1. En la figura, calcular o + B 
a) 360? 


b) 450? P g. 
c) 540° c) 65" 
d) 270? d) 75? 
e) 180" e) 45? 
2. En la figura, calcular : 9. Enla figura, calcular x 
a) 10" a) 45" a 
b) 12° b) 37° 
c) 15° c) 30° 8 
d) 18° d) 60° 2K 
e) 10° 


e) 53° 


10. 


T; 


12. 


13. 


14. 


15. 


En la figura, calcular AB, si: CO = 4; o yo 


son centros. 


a) 4 
b) 8 
c) 2 
d) 12 
e) 6 


Calcular R 


a) 1 
b) 2,5 
6) 1,5 
d) 2 
e) 3,5 


En la figura, ¿cuánto mide el inradio.del trián- 


gulo ABC2. Si: Ao — 4 y o es centro. 


LA 
A 


KIR 


a) 1 b) 2 c) 3 
d) 4 e)5 


En la figura, calcular x, si: O es centro 


En la figura mostrada, calcular a 


a) 60 
b) 53 
c) 37 
d) 45 
e) 74 


a)1 
b)2 
c) 3 
d) 12 
e) 13 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


W 
> 
« 
d 
0 
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En la figura, calcular x, si: O es centro 


a) 37° 
b) 53° 
c) 45° 
d) 60° 
e) 30° 


En la figura, calcular x 


a) 1303 
b) 140? 
c) 120° 
d) 110° 
e) 150° 


a) 50° 
d) 90° 


b) 70° 
e) 60° 


En la figura, calcular x 


a) 125° 
b) 150° 
c) 135° 
d) 140° 
e) 145° 


En la figura, calcular x 


Xx 
40" 
a) 130? b) 140? c) 120? 
d) 110? e) 150? 
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Calcular 8, si A, B, C, d y E son puntos de 
tangencia. 


En el grafico, los puntos P, Q, R y L son puntos 
de tangencia. Calcular el valor de x. 


a) 45° P 
b) 53° 
c) 60° T 
d) 37° e] í 
e) 75° 
S 


De la figura, calcular el valor de x, si A, B, C y 
d son puntos de tangencia. 


a) 50? 
b) 40? 
c) 45° 
d) 30° 
e) 60° Sg 


a) 30° 
b) 60° 
c) 15° 
d) 45° 
e) 53° 


Del gráfico mostrado, calcular a. 


a) 100° = 
b) 105? 

c) 120" Lq 

d) 135 DEIS 
e) 150? 


En el grafico, B es punto de tangencia. Calcu- 
lar x, si: mHE = 40°, Ao = OB. 


a) 20? 
b) 10? 
c) 5? 

d) 15? 
e) 25° 


10. 


11. 


12. 


En una circunferencia se trazan las cuerdas 
perpendiculares AB y Cd, BC = 8. Calcular la 
distancia del centro a Ad. 


a) 8 b) 4 c) 5 
d) 6 e) 2 


— 


Si ABCd es un cuadrado, calcular la mAFE. 


a) 45° B C 
b) 30° 

i AGE 
d) 37? h 

e) 60° A D 


Del gráfico, calcular R, si DE = 8. 


a) 2 
b) 2,5 
Cc) 6 
d) 4 
e) 5 


Si mAB = 40°, hallar mPQ. 


a) 20? 
b) 80° 
6) 10° 
d) 40° 
e) 50° 


En la figura mostrada, mAC =ay mBD =b. 
Calcular x: 


Ne E 
ps 
E A 


a) (al+ by2 b) (a + b)/3 
c) (a + b)/4 d) er b) 
e) Za +b) 


En la figura, P es punto de tangencia, ED = d P 
y mEF = 100”. Calcular x. 


a) 20? 
b) 40? 
c) 50: 
d) 55° 
e) 65° 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


En la figura, T y S son puntos de tangencia. 
Calcular x, si mDC = 80° y mDS = 40”. 


a) 20? 
b) 30? 
c) 35? 
d) 40? 
e) 50? 


Del grafico, calcular x, siendo A y B puntos de 
tangenciay-mCD = 120". 


b) 60° ES 

c) 40° o V 
d) 30? ` 

e) 50° 


Si T es punto, de tangencia, Cd' // AB, 
mLT = 30“, calcular x. 


a) 75? 
b) 60? 
c) 45? 
d) 70? 
e) 80? 


En una circunferencia de centro o se trazan el 
diametro AB y la cuerda Cd que se intersecan 
en Py3mAC = mBD. Calcular PC, si AP = 2 y 
AB = 10. 
a) 3 

d) 2,5 


b) 4 
e) 6 


c) > 


En la figura, el triángulo ABC es equilátero, P y 
A son puntos de tangencia. Calcular la mAD. 
B 


a) 30? 
b) 60? NN 
c) 45? le 8 
d) 75° 

e) 40° D k 


En la figura, AB = 5; BC = 4; BE = 3. Calcular 


19. 


20. 


21: 


22. 


23. 


24. 


GEOMETRIA | 39 


En un cuadrado ABCd, la circunferencia ins- 


crita es tangente en M, L, F y Q a AB, BC, Cd 
y Ad, respectivamente. Se traza NC (N € ML), 
NC ALF = (P), mNL = mPF. Calcular la me- 
dida del àngulo determinado por LQ y NF. 

a). 53" b) 60? c) 15: 

d) 90? e) 45" 

En el grafico se tiene que: P, Q y S son puntos 
de tangencia y MMS -- MNS = 110”. Calcular 


la mAB. D 


a) 55° Nay 
b) 65° y A 
z CP 
d) 85° 

e) 70? P A Q 


Si o es centro y la mAB = 100°, calcular x. 


Si o es centro de la semicircunferencia; M y N 
son puntos de tangencia, calcular a. 


a) 100? 
b) 120? 
c) 135? 
d) 1059 
e) 160? 


De lasfigura, calcular el valor de x, si la 
mZACB = 1137, L4, Lo; L3 y La son rectas tan- 
gentes (A, B y d son puntos de tangencia). 


a) 20? 
b) 21? 
c) 22° 
d) 23° 
e) 24° 


Si P y Q son puntos de tangencia, calcular x. 
a) 45° Y 


b) 60? A 
c) 75° ZI 
pe A 
e) 67,5 10 L 
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25. 


26. 


27. 


Si la mPQ = 70°, calcular la mAB. 80. 
a) 55" P = B 
b) 60" Val 
c) 70? Vi 
d) 75? O 
e) 40? LS 

29. 
Si M y Nwson puntos de tangencia y 
mEMP = 1607, calcular x. 
a) 80? 
b) 100? 
c) 120? 
d) 130? 30. 
e) 110? 


Si AB es diametro, mCD = 90”; AP/= 3: 
PQ = 5, calcular QB. 


e 


> 
TU 
O, 
o 
wW 


h 
W 
> 
« 
Ji 
0 


Calcular x, si P y Q son puntos de tangencia. 


a) 40? 

b) 50? E Q 
c) 100: 

d) 8° 

e) 90° 80° 


De la figura, calcular el valor de x 


a) 80° 

b) 160° 
c) 100° 
d) 120° 
e) 140° 


De la figura calcular x, si O es centro 
a) 100° 
b) 120? 
c) 140? 
d) 150? 
e).160? 


PUNTOS NOTABLES ASOCIADOS AL TRIANGULO 


BARICENTRO 

Es el punto de concurrencia de las medianas res- 
pecto a un triangulo. El baricentro o centro de gra- 
vedad de una region triangular divide a una media- 
na en la razon de 2 a 1 (midiendo desde el vertice) 


G: baricentro de la region triangular ABC 


Propiedades: 
AG =2GN |; [BG = 2GL |; | CG =2GM 


ORTOCENTRO 
Es el punto de concurrencia de las alturas o sus 
prolongaciones en un triangulo. 


La posicion del ortocentro respecto al triangulo de- 
pende de la naturaleza del triángulo. 


B 
AABC: acutàngulo 
H: ortocentro del AABC 
A Cc 

A 
AABC: rectángulo, recto en B 
B: ortocentro del NABC 

B G 


AABC: obtusángulo, 
obtuso en B 
>C H: ortocentro del AABC 


INCENTRO 

Es el punto de concurrencia de las bisectrices de 
los ángulos interiores de un triángulo. El incentro 
del triángulo, equidista de sus lados, por lo tanto, 
es el centro de la circunferencia inscrita en dicho 
triangulo a cuyo radio. se le denomina inradio del 
triangulo. 


Circunferencia inscrita 
en el AABC 


i: incentro del AABC; r: inradio del AABC 
P, L y T: puntos de tangencia 


Propiedades: 


MZAIC = 90? 4 ec „[n=p=a 


p: semiperimetro de la region triangular ABC. 


EXCENTRO 

Es el punto de concurrencia de las bisectrices de 
dos angulos exteriores y la bisectriz de un angulo 
interior en un triangulo. 


El excentro del triangulo equidista de sus lados, 
por lo tanto, es el centro de la circunferencia exins- 
crita a dicho triangulo, a cuyo radio se le denomina 
exradio del triangulo. 


Todo triangulo tiene tres excentros, tres circunfe- 
rencias exinscritas y tres exradios; cada uno relati- 
vo a un lado del triangulo. 


Circunferencia exinscrita al AABC relativo a BC 


E,: excentro del AABC relativo a BC 
Ra: exradio del AABC relativo a BC 
M, L y T: puntos de tangencia 
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Propiedades: 
ZABC 
mZAE,C = T 
o ZBAC 
mZBE,C = 909 — PES 


p: semiperimetro de la región triangular ABC 


CIRCUNCENTRO 


Es el punto de concurrencia de las mediatrices de 
los lados de un triàngulo. 


El circuncentro del triàngulo equidista de los vérti- 
ces, por lo tanto, es el centro de la circunferencia 
circunscrita al triangulo, a cuyo radio se le denomi- 
na circunradio del triangulo. 


La posicion del circuncentro respecto al triangulo; 
depende de la naturaleza del triangulo. 


K~ 


Circunferencia circunscrita al AABC 


AABC: acutangulo. 
o : circuncentro del AABC 
R: circunradio del AABC 


mZAo C = 2mZABC 


Propiedad: 


Circunferencia circunscrita al ABC 


AABC: rectángulo, recto en B. 
o : circuncentro del NABC 
R: circunradio del NABC 


AABC: obtusangulo, obtuso en B. 
o: circuncentro del AABC 
R: circunradio del AABC 


TRIANGULOS ESPECIALES 


e Triángulo mediano o complementario. Es 
aquel triángulo que se determina al unir los 
puntos medios de los lados de un triángulo 
dado. 


M, N y L: puntos medios de AB, BC y AC, res- 
pectivamente. 


AMNL: triángulo mediano o: complementario 
del AABC. 


Propiedades: 

e — El baricentro de un triangulo es el baricen- 
tro de su triàngulo mediano 

e El circuncentro de un triangulo es el orto- 
centro de su triangulo mediano. 


e Triangulo órtico o pedal. Es aquel triangulo 
que se determina al unir los pies de las alturas 
de un triangulo. Solo tienen triangulo órtico los 
triangulos oblicuangulos. 


B 


AABC: acutàngulo, P, Q y R: pies de las altu- 
ras del AABC. 
APQR: triangulo ortico o pedal del AABC. 


Propiedades: 

e El ortocentro de un triangulo acutangulo 
es elincentro de su triangulo órtico. 

e Los vértices desun, triangulo acutàngulo 
son los excentros de su triangulo órtico. 


RECTA DE EULER 

En todo triangulo no equilatero, el ortocentro; bari- 
centro y circuncentro son colineales y la recta que 
los contiene es denominada “recta de Euler”. 


H, G y o son el ortocentro, baricentro y circuncen- 
tro del AABC, respectivamente. 


= | L: recta de Euler del AABC 


Propiedades: 

. En todo triangulo. se cumple que la distancia 
de un vertice al ortocentro es el doble de la 
distancia del circuncentro al lado' opuesto a 
dicho vertice. En la figura, se cumple 


BH = 20 M AH = 20N 


. En todo triangulo se cumple que la distancia 
del ortocentro al baricentro es igual al doble 
de la distancia del baricentro al circuncentro. 
En la figura, se cumple 


HG = 2Go 


TEOREMA DE PONCELET 
En todo triangulo rectangulo se cumple que la 
suma de las longitudes de sus catetos es igual a la 
suma de la longitud de su hipotenusa y el doble del 
inradio de dicho triangulo. 


LAME 
SPARIS = 
AMOR A SOFIA 
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Cincunferencia 
inscrita en el 


r: radio del NABC 


TEOREMA DE PITOT 

En todo cuadrilàtero circunscrito a una circunferen- 
cia, la suma de las longitudes de sus lados opues- 
tos son iguales. 


b Cc 
Bm 


A HD 
d 
Cincunferencia inscrita en el AABCD 


DABCd: circunscrito a la circunferencia 
[arc =b-d 


TEOREMA DE STEINER 


En todo cuadrilàtero exinscrito; la diferencia de las 
longitudes'de sus lados opuestos son iguales. 


B 
( 
— 


Cincunferencia exinscrita en el ABCD 


A 


DABCd: exinscrito a la circunferencia 


EJERCICIOS RESUELTOS 


1. En un triangulo ABC, por su incentro se traza 
una recta paralela al lado AC que corta a los 
lados AB y BC en los puntos M y N. Hallar MN, 
si: AM — 5y NC =4 
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Resolución: 
MN //AC 


Como i es incentro, iA, iC son bisectrices. 
Por àngulos alternos internos: 
mZAiM = mZiAC = a 
m£ZCiN = mZiCA = B 
AAMI isósceles: AM = Mi = 5 
AINC isósceles: IN = NC = 4 
= MN =9 


En el triángulo acutángulo ABC, los puntos L y 
o son su ortocentro y circuncentro. Calcular la 
medida del ángulo ABC, sirmZALC = mzAo C 


Resolucion: 


DU 


O 


LR 


L: ortocentro; o : circuncentro 
Sabemos que: mZALC = 180° ~x 


mzAoC =.2xX 

del dato: mZALC = m4Ao C 
180° —x = 2x 
XS 60" 


El àngulo B de un triàngulo acutàngulo ABC 
mide 80", por su circuncentro o se trazan per- 
pendiculares a los segmentos o A y o C que 
cortan al lado AC en M y N. Hallar la medida 
del angulo Mo N. 


Resolución: 


ANN M7C 


o : circuncentro 
Sabemos: mZAo C = 2 mZABC = 160" 


Como: mZNo C = 90” =» mZAoN = 70" 
Luego: 70° + x = 90° 
OX 20" 


La altura BH de un triangulo acutangulo ABC 
mide 12, la recta que pasa por el ortocentro y 
el baricentro es paralela al lado AC. Hallar el 
circunradio de dicho triangulo, si: AC = 16 


Resolucion: B 
L: ortocentro 
G: baricentro 

o : circuncentro 
R: circunradio 


Recta 
de Euler 


Sea: I 

OM =f, LGo //AC a — e 
Por propiedad (recta de Euler) 
oM= = > LB -2f 


Bh=3f => 12=3f = f=4 


No MC, por Pitágoras: 
R=4+8 R- 45 


En un triángulo acutángulo ABC de circuncen- 
tro o , se trazan las alturas AE y Cd , encontrar 
el ángulo formado por Bo y dE. 


Resolución: 
L: ortocentro 
o: circuncentro 


El Ad EF es órtico 

o pedal, entonces: 
m4BAC = mzdEB = B 
Ademas: 

mZABF.= m40 BC — a 
AAFB:a + B = 90" 

=» x= --B — 900 ~. x= 90° 


Encontrar el circunradio de un triangulo equi- 
latero, si su inradio mide 4. 


a)4 b) 2 c) 8 
d) 12 e) 16 


En un triangulo isósceles ABC (AB = BC), su 
altura BH mide 9, el punto E es su excentro re- 
lativo al lado BC. Hallar la distancia del punto 
E al lado BC. 


a) 4,4 
d) 9 


b) 18 
e) 12 


c) 6 


Por el excentro relativo al lado BC de un trián- 
gulo ABC se traza una recta paralela al lado 
AC que corta al lado BC en E y al lado AB en 
F, hallar FE, si AF = 15 y EC — 9 


a) 3 b) 4 
d) 8 e)6 


c) 12 


Por el excentro relativo.al lado BC desun trián* 
gulo ABC se traza una recta paralela al lado 
AC que corta.al'lado-BC en E, lado AB en F 
y a la prolongación de la bisectriz interior del 
angulo C en M. Hallar MF, Si AF = 15, EC = 9 


a) 8 b) 4 c) 12 
d) 8 e)6 


Hallar la medida del menor angulo agudo de 
un triangulo rectàngulo, si la distancia de su 
ortocentro a su circuncentro es igual a uno de 
los catetos. 


a) 22930' 
d) 7:30: 


b) 15? 
e) 37° 


c) 30? 


En un triangulo equilatero cuyo lado mide 12, 
encontrar la distancia de su incentro a uno de 
sus excentros. 


a)6 
d) 1243 


b) 643 
e) 843 
Los puntos L, i, o son el ortocentro, el incen- 
tro, el circuncentro de un triangulo acutangulo 
ABC. Hallar mZAiC, si mZALC = mZAo C 

a) 90? b) 60? c) 120? 

d) 80? e) 125? 


c) 943 


El punto o es el circuncentro de un triangu- 
lo acutangulo ABC, se traza la altura CH, de 
modo que o es un punto interior del triangulo 
BHC; luego sobre CH se toma un punto M de 
modo que: 


10. 


16 


12. 
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mZACH = a, mZBAM = 90° — 2a. Hallar la 
medida del angulo o MC. 


a) 2a b) 3a 
d) 90? +a e) 90” +3 


90” +2 
c) + 2 


Calcular la medida de uno de los àngulos de 
un triangulo acutangulo, si la distancia de su 
ortocentro a uno de sus vértices es igual al 
lado opuesto. 


a) 30° 
d) 75° 


b) 45° 
e) 90° 


c) 60° 


En un triángulo acutángulo ABC, la distancia 
de su ortocentro al vértice B es 3, la distancia 
de su baricentro a su circuncentro es 2, la rec- 
ta de Euler al cortarse con el lado AC forma un 
ángulo de 30°. Calcular la altura BH. 


a) 7,5 b) 5 c) 6 
d) 6,5 e) 5,5 


En un triàngulo acutàngulo ABC, el àngulo 
que se forma al unir el circuncentro con los 
vértices A y C es igual a la mitad de la medi- 
da del àngulo que se forma al unir el excentro 
relativo al lado AC con los mismos vértices. 
Hallar la medida del àngulo B. 


a) 589 b) 30? 
d) 20? e) 15° 


c) 72? 


El angulo'B de un triangulo ABC mide 60”, el 
punto E es el excentro relativo al lado AC, se 
traza EF perpendicular al lado AC. Calcular 
AF, si AB = c, EF =d. 


a) d/3-c 


b)d-c c) 2d -c 


d)c-d e) 


SEMEJANZA DE SEGMENTOS 


RAZÓN GEOMÉTRICA DE SEGMENTOS 

Es la comparación mediante el cociente de las lon- 
gitudes de dos segmentos expresados en la misma 
unidad de medida. 


El resultado de dicho cociente es el valor de la ra- 
zón geométrica: 


Ejemplo: 
8 cm 12 cm 
e—a ss 
A BC D 


Sean AB = 8 cm y Cd = 12 cm; la razón geométrica 


de AB y Cd es AB - Sem _ 2 
CD 12cm 3 
SEGMENTOS PROPORCIONALES 


Son dos pares de segmentos que tienen el mismo 
valor de sus razones geométricas. 


Ejemplo: 
Sean AB = 8 cm, Cd = 12 cm, PQ = 12 cm y 
RS = 18 cm. 
AB 8cm 
CD 12om 


PQ _12cm_ 2 
RS 18cm 3 


2 = (razon geometrica de AB y Cd ) 


(razón geométrica de PQ y RS) 


Entonces, AB y Cd. son proporcionales a PQ y RS. 


AB _ PQ 
CD RS 


DIVISIÓN ARMÓNICA DE UN SEGMENTO 


dos puntos dividen armónicamente a un segmen- 
to, si lo dividen internamente y externamente en la 
misma razón. 


P divide internamente a AB y Q divide externamente 


a AB, si P y Q dividen armónicamente al segmento 
AB. 


Se cumple, por definición 


es decir (reemplazando longitudes) 


a m 
bn =» |an=bm 


de lo anterior, a los puntos P y Q se les denomina 
conjugados armónicos respecto a A y B. 


Además; A, P, B, y Q forman una cuaterna armónica. 


TEOREMA DE TALES 

Tres o más rectas paralelas determinan en dos 
rectas transversales o secantes a ellas, segmen- 
tos proporcionales. 


Si: VI Li] ls II La y La , Ls transversales o secantes 
a dichas rectas. 


Se cumple: AB, ME 
Pe IBC Na 


COROLARIO DEL TEOREMA DE TALES 


: Toda recta coplanaria a un triángulo yy paralela 


a uno de sus lados, divide internamente o exter- 
namente a los otros lados en segmentos propor- 
cionales. 
B 
4, q división interna 
Si: L//AC 


división externa 


Si: L//AC 
„|x.P 
y q 


TEOREMA DE LA BISECTRIZ INTERIOR 

En todo triàngulo, una bisectriz interior divide interna- 
mente al lado al cual es relativo en segmentos pro- 
porcionales a los lados adyacentes a dicha bisectriz. 


La bisectriz interior Bd.del AABC divide interna- 
mente a AC. 
c.m 
a n 


TEOREMA DE LA BISECTRIZ EXTERIOR 

En todo triangulo, una bisectriz exterior (tal que los 
lados adyacentes a dicha bisectriz son de longitu- 
des diferentes) divide externamente al lado al cual 
es relativa en segmentos proporcionales a los lados 
adyacentes a dicha bisectriz. 


B~ 


La bisectriz exterior BE del AABC (c > a) divide 
externamente a AC. 
c m 
a n 


TEOREMA DEL INCENTRO 


En todo triangulo , el incentro divide internamente a 
una bisectriz interior en segmentos proporcionales 
a la suma de longitudes de los lados adyacentes a 
la bisectriz y la longitud del lado al cual es relativa 
dicha bisectriz. 
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i (incentro del AABC), divide internamente a la bi- 
sectriz interior Bd. 


TEOREMA DE MENELAO 

Toda recta secante a un triangulo que divide inter- 
namente a'dos lados y externamente al tercero, 
determina en-dichos lados segmentos, cumplién- 
dose que el producto de las longitudes de tres de 
ellos sin extremo común es igual al producto de las 
longitudes de los otros tres. 


La recta L secante al triángulo ABC, divide interna- 
mente a AB y BC y externamente a AC 


TEOREMA DE CEVA 


En todo triángulo, tres cevianas interiores concu- 
rrentes dividen internamente a cada lado en seg- 
mentos; cumpliéndose que el producto de las lon- 
gitudes de tres de ellos sin extremo,común es igual 
al producto de las longitudes de los otros tres. 


TRS 
EAS 
[ S 


R 
y x—— 


U 


Las cevianas interiores AQ, BR y CP concurrentes 
en M, dividen internamente a los lados del AABC. 


SEMEJANZA DE FIGURAS GEOMÉTRICAS 


Dos figuras geométricas que tienen igual forma y 
tamaños distintos se denominan semejantes. 


48 | Banco de ejercicios 


En dos figuras semejantes existe una correspon- 
dencia biunivoca (correspondencia uno a uno) 
entre sus puntos, de modo que a los puntos que se 
corresponden se les denominan puntos homólogos 
y a los segmentos que se corresponden se les de- 
nominan segmentos o líneas homólogas. 


En dos figuras-semejantes sus díneas homólogas 
son proporcionales. 


= 
mi Z 
Ps a ~n 
B B' 
A C A A 
Y A Hab I 


Se muestran dos figuras geométricas semejantes 
A y A": puntos homólogos 
AC y A'C': lados o líneas homólogas 


luego: 


k: constante de proporcionalidad o razón de seme- 
janza. 


~ simbolo de semejanza (se lee: es semejante a) 


SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS 

Son dos triángulos. que tienen sus ángulos, res- 
pectivamente, de igual medida y además sus lados 
homólogos proporcionales. 


Si: AABC ~ AMNL 


Se cumple: 


. Las medidas de sus angulos son, respectiva- 
mente, iguales. 


e Sus lados homologos son proporcionales 


Es decir: 


CRITERIOS DE SEMEJANZA EN TRIANGULOS 


Caso l. dos triángulos son semejantes si tienen al 
menos dos ángulos respectivamente de igual me- 
dida. 


B 
al | 
A A 
A Cc. E G 


Si: mZBAC = mZFEG y mZACB = mZEGF 


| AABC ~AEFG 


Caso ll. dos triangulos son semejantes si tienen 
un angulo de igual medida y los lados que deter- 
minan a dichos angulos respectivamente propor- 


cionales. 
A pU ML 


Si: m4BAC — mZNML 


"| AABC ~ AMNL 


Caso lll. dos triángulos son semejantes si sus la- 
dos son respectivamente proporcionales. 


ZN N 


Apo p € M*——n———=3L 


"| AABC ~ AMNL 


PROPIEDADES 


Una recta paralela a uno de los lados de un 
triangulo, determina un triangulo parcial se- 
mejante al triàngulo dado. 


B 
Q Si: PQ //AC 
JJ APBQ“ AABC 
A Qi 


En todo triangulo ~acutangulo, el segmento 
que une los pies de dos alturas detefmina un 
triangulo parcial semejante al triangulo dado. 


B 
Si: AABC acutangulo 
s.l AQBP ~ AABC 
Q 
P 
A Cc 


EJERCICIOS RESUELTOS 


En un triángulo rectángulo ABC (mZB = 90"), 
el punto i es su incentro, calcular Bi, si 
(Ai)(Ci) = 64, AC = 16. 


Resolucion: 


NBMi es isósceles: iM = 512 
Como Ai es bisectriz: iN = iM = 212 


Sabemos que: mZAIC = 90° + = = 135" 


Trazamos Cd LAI. 
ACid es isósceles: id = Cd = 21 


372 
N ANi ~s AdC: a .x=4 


brs AG 
212 
12 
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Sobre los lados de un triangulo ABC se toman 
los puntos d, E, F sobre AB, BC, AC de modo 
que el cuadrilatero Ad EF sea un rombo. Ha- 


llar BE, si: AB — 6, BC — 7, AC — 8 


Resolución: 


Al ser Ad EF un rombo, su diagonal AE es bi- 
sectriz, entonces: 

6 8 

== XxX=3 

Xx 7Z-xX 5 


En un triángulo ABC, la ceviana interior AF pasa 
por el punto medio E de la bisectriz interior Bd . 
Calcular AB, si: BF — 3 y FC — 5 


Resolución: 


Tracemos dJ //AF 
En el Ad BJ: EF es su base media. 


BF - FJ -3 

En el AABC: Bd es bisectriz 

x AD 

em se UI 

8 ADC (1) 
En el AAFC apliquemos Tales: 
3. AD ~O) 

2 DC 


igualemos (1) y (2): ..x=12 


Calcular EC, si: AB 
mZBAC = mZACF 


B 
F 
E 


35, BE = 4, Ed = 16, 


A 5 c 
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Resolución: 


Trazamos EJ // AB 
AJEC es isósceles: JE — EC = X 
AJEd ~ AABd: LE P. x=28 

m ĜU 
Los lados AB y BC de un triangulo ABC miden 
8 y 12 cm, la distancia del vértice A a la'bisec- 
triz interior del angulo B es 3 cm, calcular la 
distancia del vertice C.a dicha bisectriz. 


Resolucion: 


NAdB ~NCEB: 
3 8 


x 12 
-.x=4,55 cm 


Por un punto.F del lado BC del triángulo ABC 
se traza una recta paralela. al lado AC que cor- 


ta a la mediana BM en el punto J de modo que 
mZBAC = mZBMF. Calcular FJ, si BJ = 9 y 
JM =4. 


Resolución: 


Prolongamos FJ hasta L 


Usamos la propiedad: LJ = JF = x 


ALBJ ~ AJFM : 2 kxsb 


MN. 


a) 55 
b) 45 
C). 37 
d) 40 
e) 35 


En un triangulo ABC, de baricentro G, se ubica 
el punto T en BC tal que GT // AC. Si AB = 6, 
BC = 8 yAC = 7, calcular el perimetro del 
romboide MGTC. 


a)9 b) 10 c) 11 
d) 12 e) 13 


En un triangulo ABC se traza la bisectriz inte- 
riorBd y la bisectriz d E del angulo Bd C. Si AE 
intersecta a Bd en M, calcular Md, si: AB = 16, 
BE = 4 yAd = 12. 

a) 1,2 b) 1,4 c) 1,6 

d) 2,4 e) 2,8 


En un triàngulo ABC, recto en B, se traza la 
altura BH y en el triangulo BHC la bisectriz in- 
terior BM. Si AM = 2 y MC = 3, calcular HM. 
a) 1,2 b) 1,4 c) 1,5 

d) 1,6 e) 1,8 


En un triangulo ABC: AB = 5, BC = 6 y AC = 8, 
se traza la mediana BM y la bisectriz del àn- 
gulo BAC, las cuales se intersecan en P, por 
el cual se traza una paralela al lado AC que 
interseca al lado BC en Q. Calcular QC. 


a) 4/3 b) 7/3 c) 8/3 
d)/4/9 e) 5/9 


Por el vértice A de un romboide ABCd se traza 
una recta secante que interseca a la diagonal 
en M al lado Cd en N y a la prolongación de 
BC en Q. Si MN — 4 y NQ = 12, calcular AM. 


a) 6 B)7 c) 8 
d) 8,5 e) 9 


Si: oA = 2; oE = 18, AC // Bd y BC // Ed, 
calcular: AB. 


10. 


11. 


12. 


13. 


a) 6 E 4, 


b) 4 

c) 9 B 

d) 12 A 

e) 8 Oo C D 


Calcular.X: 


a) 5/6 
b) 6/5 E 
c) 5/7 
d) 7/6 
e) 7/5 A Q D 


2 


En un triángulo ABC, por el punto medio de 
AB, se traza una recta perpendicular-a la bi- 
sectriz interior Bd, que interseca a BC.en Q. 
Calcular QC, Si: AB = 6, Ad = 5y dC = QC. 


a) 10 b) 11 c) 12 
d) 13 e) 15 


16. 


Las bases de un trapecio miden 12 y 16, su 
altura mide 9. Calcular la distancia del punto 
de intersección de las diagonales a la base 
mayor. 


a) 5,14 
d) 6,4 


b) 6,2 
e) 7,2 


c) 5,8 


En un triangulo ABC; mZA = 2m2C, la me- 


diatriz de AC interseca'a BC en el punto F. Si: : 17. 


BF = 8 y FC = 10, calcular AB. 


b) 12 
e) 8 


a) 16 
d) 9 


c) 24 


En los lados AB y BC del triangulo ABC se 
ubican los puntos M y N, respectivamente, tal 
que MN // AC. En BN se ubica Q, MQ // AN, si 
BQ = 4, QN = 6, calcular NC. 


a) 8 b) 12 c) 15 
d) 16 e) 18 
Si: AB = 5Ad; calcular x. ; 
B : 
a) 3/2 N : 
b) 2/3 N xt = 
c) 1/4 
d) 4/5 


e) 2/5 A Dx C 
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Calcular Cd. 


a) 20 
d) 12 


. Si: AF =44FC = 5, calcular Ad. 


a) 243 b) 342 c) 6 
d) 4 e) 6/2 
Si: Ad = 3; dC = 2, calcular CE. 
B 
A D C E 
a) 20 b) 12 c) 18 
d) 15 e) 10 


determinar'el valor de verdad de las siguien- 
tes proposiciones: 


i. El teorema de Tales es solo para tres rec- 
tas paralelas y una secante. 

ii. El teorema de la bisectriz se cumple en 
todo triàngulo. 

iii. Si en un triangulo se traza una bisectriz 
interior determinando dos segmentos 
congruentes, entonces el triàngulo es 
equilàtero. 


a) VVF 
d) VVV 


b) FFF 
e) VFV 


c) FVF 


En un triangulo ABC se inscribe el rombo 
BMNT. Si AB = 6 y BC = 14, calcular BM. 


a) 2,1 b) 3,6 c) 3,8 
d) 4 e) 4,2 
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19. determinar el valor de verdad de las siguien- 


tes proposiciones: 


a) FFF b) 
d) VFV e) 


Los triángulos congruentes son semejantes. 


. En triángulos semejantes sus elementos 


homólogos son proporcionales. 
n dos triangulos 


La ra emejanzi 
semejantes es me 


FEO 


CLAVES 


: 20. Calcular x. 


a) 2 
b) 5 
c) 3 
d) 8 
e)6 


RELACIONES MÉTRICAS 


RELACIONES MÉTRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA 


Teorema de las cuerdas. Se cumple que los pro- 
ductos de las longitudes de los segmentos determi- 
nados en cada cuerda son iguales. 


Se cumple: 


AB y MN son cuerdas secan- 
tes en el punto interior P. 


Si: AB: diámetroy 
PH LAB 


Teorema de las secantes. Se cumple que los pro- 
ductos entre las longitudes de los segmentos se- 
cantes y su parte externa son iguales. 


PAB y PML son rectas secantes a la circunferen- 
cia trazadas por P. 


PB y PL: segmentos secantes determinados. 
PA y PM: parte externa de las secantes. 


ZAABCd: inscriptible. Si P es el punto de intersec- 
ción de las prolongaciones de los lados opuestos 
BC y Ad. 


Teorema de la tangente. Se cumple que el cuadra- 
do de la longitud del segmento tangente es igual al 
producto de las longitudes del segmento secante y 
su parte externa. 


PT: recta tangente. 
PAB: recta secante. 
PT: segmento tangente. 


o al = mn 


Rayos isogonales. Son dos rayos coplanarios a 
un ángulo que tienen como origen el vértice del 
ángulo y que son simétricos respecto a la bisectriz 
de dicho ángulo; es decir, forman con los lados del 
ángulo dado, ángulos de igual medida. 


OP: bisectriz del ZA6 B 
OM y o N: rayos isogonales respecto del ZAo B 


1. | mZAo M= m2Bo N 


Teorema de las isogonales. En todo triángulo, el 
producto de las longitudes de dos lados es igual al 
producto de las longitudes de los segmentos iso- 
gonales respecto al ángulo determinado por estos 
lados, de modo que uno de dichos segmentos iso- 
gonales se determinó con el tercer lado y el otro 
con la circunferencia circunscrita al triángulo. 

B 
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BP y PQ: segmentos isogonales respecto al ZABC. 


Teorema del producto de dos lados. En todo 
triangulo, el producto de las longitudes de los lados 
es igual al producto de las longitudes de la altura 
relativa al tercer lado con el diametro de la circun- 
ferencia circunscrita a dicho triangulo. 


R: circunradio del AABC 


Proyección ortogonal. La proyección ortogonal 
de un punto sobre una.recta es el pie de la per- 
pendicular trazada por dicho punto a la recta. Esta 
perpendicular se denomina proyectante y la recta, 
eje de proyección. 

La proyección ortogonal de un segmento sobre 
una recta o eje de proyeccion es la parte del eje de 
proyeccion comprendida entre las proyecciones de 
los extremos de dicho segmento. 


~A 
y) 


BOM N' 
HI 

Si: PP" 1 L(P' € L), entonces: 

P': proyección ortogonal de P sobre la recta. 

PP": proyectante de P sobre L 

L: eje de proyección 

A'B': proyección ortogonal de AB sobre L 

MN": proyección ortogonal de MN sobre L 


P 
? 
LA 


PA 


Además, si O es la medida del àngulo determinado 


por MN y L. 
; 


RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS REC- 
TANGULOS 


En el NABC: 

AB y BC: catetos; AC: hipotenusa 

BH: altura relativa a la hipotenusa 

AH y CH: proyecciones de AB y BC sobre AC, res- 
pectivamente 


MABC ~ MAHB ~ NBHC 


Propiedades: 

. En.todo triangulo rectangulo, el cuadrado de 
la longitud de un cateto es igual al producto 
de las longitudes de la hipotenusa y la proyec- 
cion de dicho cateto sobre la hipotenusa. 


Ademas: —= 


. En todo triàngulorrectàngulo, el.cuadrado de la 
longitud de su hipotenusa es igual a la suma de 
los cuadrados de las longitudes de sus catetos. 
Este teorema lleva el nombre de teorema de 
Pitàgoras, en honor a quien demostró esta pro- 
piedad del triangulo rectangulo. 


> En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la 
longitud de su altura relativa a la hipotenusa 
es igual al producto de las longitudes de las 
proyecciones de los catetos sobre dicha hipo- 
tenusa. 


2 = mn 


Él 


. En todo triangulo rectangulo, el producto de las 
longitudes de sus catetos es igual al producto 
de las longitudes de la hipotenusa y la altura 
relativa a dicha hipotenusa. 


. En todo triangulo rectangulo, la inversa del 
cuadrado de la longitud de la altura relativa a 
la hipotenusa es igual a la suma de las inver- 
sas de los cuadrados de las longitudes de sus 
catetos. 


AH: proyección de la cuerda AP sobre el 


diámetro AB 
x? = dm 
A 
LEN 
A B 
y 


AB: segmento tangente común exterior 
a las circunferencias tangentes exterio- 
res. 


Se cumple: | y = 2/Rr 


Además, si x es el radio de la circunfe- 
rencia tangente a las dos circunferen- 
cias y a la recta AB. 


Se cumple: 


„ 


RELACIONES METRICAS EN TRIANGULO OBLI- 
CUANGULOS 


Teorema de proyecciones. En todo triangulo, la 
diferencia de los cuadrados de las longitudes de 
dos lados es igual a la diferencia de los cuadrados 
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de las longitudes de sus respectivas proyecciones 
sobre el tercer lado. 


. Primer caso: triangulo acutangulo 


AS 


Tm 


AABC: acutangulo or E 
AH y HC: proyecciones de AB y BC sobre AC, 
respectivamente. 


al -c =m -n? 


«í Segundo caso: triangulo obtusángulo 
B 


AABC: obtusangulo. 


AH, HC: proyecciones de AB y BC sobre AC, 
respectivamente. 


aĉ - cĉ = m? - n2 


Teorema de Euclides 


. Primer caso: en todo triangulo, el cuadrado 
de la longitud de un lado que se opone a un 
angulo-agudo es igual a la suma de los cua- 
drados de las longitudes de los otros dos la- 
dos menos el doble del producto de las longi- 
tudes de uno de ellos y la proyección del otro 
sobre aquel. 


AH: proyección de AB sobre AC. 
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+ Segundo caso: en todo triangulo obtusángu- 
lo el cuadrado de la longitud del lado que se 
opone al ángulo obtuso es igual a la suma de 
los cuadrados de las longitudes de los otros 
dos lados más el doble producto de las longi- 
tudes de uno de dichos lados y la proyección 
del otro sobre aquel. 


AH: proyección de AB sobre AC 


Teorema de Stewart. En todo. triángulo, la suma 
de los cuadrados de las longitudes de los lados.ad- 
yacentes a una ceviana interior multiplicados con 
las longitudes de los segmentos opuestos a dichos 
lados determinados-por-la ceviana en el lado al 
cual es relativa es igual al producto del cuadrado 
de la longitudes de dicha ceviana con la longitud 
del lado al cual es relativa mas el producto de las 
longitudes de dicho lado con los segmentos deter- 
minados por la ceviana en este. 


PR 


Bd: ceviana interior del AABC relativa al lado AC. 
AB y BC: lados adyacentes a la ceviana interior Bd . 
Ad y dC: segmentos determinados por la ceviana 


enAC. 
2. | cen + aém = x2b + bmn 


Teorema de la mediana. En todo triangulo, la 
suma de los cuadrados de las longitudes de dos 
lados es igual al doble del cuadrado de la longitud 
de la mediana relativa al tercer lado mas la mitad 
del cuadrado de la longitud de dicho tercer lado. 


/ KS 


r — 


BM: mediana relativa a AC, AB y BC: lados adya- 
centes a la mediana BM. 


2 
E cĉ +a? = ges E 


Teorema del calculo de la bisectriz interior. En 
todo triangulo el cuadrado de la longitud de una 
bisectriz interior es igual a la diferencia de produc- 
tos de las longitudes de los lados adyacentes y los 
segmentos determinados por dicha bisectriz en el 
lado al cual es relativo. 


A D 
-n e 
Bd : bisectriz interior del AABC relativa al lado AC. 


- | 4- ca—mn 


Teorema del cálculo de la bisectriz exterior. En 
todo triangulo, el cuadrado de la longitud de una bi- 
sectriz exterior (cuyos lados adyacentes a la bisec- 
triz Sean diferentes en longitud) es igual a la diferen- 
cia de productos de las longitudes de los segmentos 
determinados por la bisectriz en el lado al cual es 
relativa y los lados adyacentes a dicha bisectriz. 


BE: bisectriz exterior del AABC relativa al lado 
AC (c >a) 


-| x2 =mn-ca 


Teorema de Herón. En todo triàngulo, la longitud 
de una altura es igual al doble de la inversa de la 
longitud del lado al cual es relativa multiplicado con 
la raiz cuadrada del producto del semiperimetro de 
la región limitada por dicho triangulo con la diferen- 
cia de dicho semiperimetro y la longitud de cada 
uno de sus lados. 


B 


IN 


BH: altura relativa al lado AC del AABC (acutángu- 
lo u obtusángulo) 


IS OSITOS) 


p: semiperímetro de la región triangular ABC. 


arbre 
—:. 
EJERCICIOS RESUELTOS 


1. La altura relativa a la hipotenusa/de un trián- 
gulo rectángulo determina sobre la hipotenusa 
segmentos que.se encuentran en la' relación 
de 1 a 3. Hallar la medida de los ángulos agu- 
dos. 

Resolución: 
B 


Am H 3m C 


Aplicando relaciones métricas: 
AB? = (AC)(AH) > AB? = (4m)(m) 
= AB = 2m 
AC 


El MABC es de 30” y 60”, por ser: AB = En 
2. mZC = 30°; mZA = 60? 


2. El baricentro de un triangulo ABC es el punto 
F, de modo que AF y la mediana BM sean per- 
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pendiculares, se traza FN perpendicular a AC. 
Calcular BF, si AN = 8 y NM = 1 


Resolución: 


Como F es baricentro: FM = = = 3 


En el NAFM: FM? = (AM)(NM) 


XZ o Ai 
(5) = 91) Z.X=6 
Calcular AB, si BC = 10, 
dC? + Ed? + AE? = 56 
B 


Resolución: 
Usamos el'teorema de Pitágoras: 


NBdC: BC? =d C? + Bd? 

NBEd: Bd? = Ed? + BE? 

ABAE: BE? = AE? + AB? 

Sumamos las tres expresiones y ordenamos: 
BC? = d C? + Ed? + AE? + AB? 

10? = 56 HAB?  ..AB= 2/11 


En los cuadrados de la figura, calcular BF, si 
AB? + FG? = 8 


B C 
G F 
A D E 
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Resolución: : Como AB 1 dL, tenemos que: dF = FL= x 
: Por el teorema de cuerdas: 
(x)(x) = (49) ..x=6 


7. Calcular EF, si: AG = dC = 4, dE = 5, AB=2. 


Prolongamos BC y EF hasta J, en el triángulo 
rectangulo BJF aplicamos Pitagoras. 

X= (a +b)+ (a-by 

> xX? = 2(a? + b?) 

xXx=2x8 =A 


Resolución: 


5. Calcular AC, si AE = 6, Cd =5 G 


o HA S 


E © 
A B Usando el teorema de la tangente: 
| 45 2(2+m) = m=6 
Resolución: i 
Usando el teorema de-la tangente: ; Usando el teorema de secantes: 
Cd? = (AC)(BC) v æ  1JIJIOĈŜ5-. 
Sumando: AE? + Cd? = AC? : EJERCICIOS PROPUESTOS 1 


6? 152=5AC? .. AC = (61 
1. | Calcular BM; si AB = AC; EF = 4; M.es punto 


6. En la circunferencia de centro .o, encontrar de tangericia y 6: es centro 


dF, si CF = 4, EF =.9 


B 
M 
F 
A oj Cc 
a) 8 b) 6/2 c) 4 
d)41/2 e) 2/2 
2. Siro yB son centros; QS = 45, calcular AB. 
Srs i 
Mi 
A o B 
Prolongamos EF, al ser congruentes los ángu- I a) 245 b) 10 c) 5 


los se cumple que: CF — FJ — 4 I d) 10 e) 2/10 


Calcular el radio de la circunferencia. 


a) 542 B 

b) 2,5 AI oc 
c) 4 

d) 0,542 

e) 2,542 D 


Se tiene una:circunferencia tangente a dos la- 
dos adyacentes de un cuadrado y determina 
en los otros.dos lados segmentos cuyas longis 
tudes son 2 y 23. Calcular la longitud del radio 
de la circunferencia: 


a) 15 b) 16 
d) 18 e) 20 


c) 17 


De la figura, calcular TN, si: PQ = 4, QM = 6 y 
TP =2. 


) 16 = 

a 

b) 15 a 

c) 18 P 

d) 17 T N 
e) 15,5 


Calcular BP; si: AB = 8, AC = 5 y P es punto 
de tangencia. 
B 
Q 
DN P 


M O 
a) 4 b) 242 é) 2 
d) 4/2 e) 342 


La suma de los cuadrados de las medidas de 
los lados de un triangulo rectangulo es 1250. 
Calcular la medida de la hipotenusa. 


a) 20 b) 24 c) 25 
d) 29 e) 30 


Las bases de un trapecio isósceles miden 7 
y 25. determine la diagonal del trapecio, sa- 
biendo ademas que los lados no paralelos mi- 
den 15. 


a) 25 
d) 20 


b) 16 
e) 17 


c) 18 


Sea ABCd : un cuadrado; AB = 8 y T: punto de 
tangencia, calcular R. 


10. 


11: 


12. 


18. 


14. 
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LJ 
A T D 


En un trapezoide. tres lados consecutivos mi- 
den 6 m, 8 m y 10 m. Si las diagonales se inter- 
secan perpendicularmente, calcular la longitud 
del cuarto lado. 


a)2m 
d) 5m 


b) 3 m 
e) 6/2m 


c) 4m 


Calcular la medida de la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo, sabiendo que la suma 
de los cuadrados de las medianas es igual 
a 54. 


a)'5 b) 6 c) 8 
d) 9 e)7 
Si: QN = 10 y QP = 2, calcular AB. 
Q 
po ass 
b) 8 E 
c) 342 
d) 6 
e) 742 N 


Calcular CT, si: AM = 12, AC = 13, B, My T 
son puntos de tangencia. 


a) 4 T 

b)5 

c) 6 A e 
d) 7 SA 

o. OJ, 


determinar el valor de verdad de las siguien- 
tes proposiciones: 


i. En una circunferencia se trazan las cuer- 
das PQ y RS que se intersecan en M; en- 
tonces: (PQ)(MQ) = (RS)(MS) 

ii. En una circunferencia se trazan por el pun- 
to P exterior la tangente PT y la secante 
PQR; entonces: (PT)? = (PQ)(QR) 

iii. Si las prolongaciones de los lados AB y 
dC de un cuadrilatero inscriptible ABCd 
se intersecan en P; entonces: 

(PA)(PB) = (Pd)(PC) 


60 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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a) FFF 
d) VVF 


b) FFV 
e) FVF 


c) FVV 


Según el gràfico, G es baricentro de la región 
triangular ABC. Si AM = MC = 6 yT es punto 
de tangencia, calcular MT. 


a) 43 B 
b) 343 ORD 
e) 2/2 A M laj 


En una circunferencia de diametro AB y centro 
o , se ubica el punto P y en Ao el punto M, tal 
que mPB = 2m4PMA. Si oB = 3, calcular: 
PM? + PB". 
a) 18 
d) 48 


b) 24 
e) 54 


c) 36 


desde el punto P exterior a una circunferen- 
cia se trazan una tangente y una secante. La 
secante interseca a la circunferencia en A y B 
tales que AB = 3PA, mAB.— 120°. Si el radio 
de la circunferencia mide 6, calcular la medida 
del segmento cuyos extremos son P y el punto 
de tangencia. 


a) 13 
d) 443 


b) 2/3 
e) 513 


6) 343 


En un trapecio isósceles, calcular la medida 
de la proyección de una de las diagonales so- 
bre la base mayor, si la suma de las medidas 
de sus bases es 12. 


a) 3 b) 4 
d) 6 e) 9 


c) 5 


En el gráfico, las 2 circunferencias son tangen- 


tes en A, AB y FH son diámetros de la circun- 
ferencia mayor. Si: Bd = 9 y EF = GH = 5, 
calcular AC. 


F 
a) 25 


b) 27 (7 
c) 30 B d 
d) 36 OS 


e) 50 mi 


20. 


Ú 
Li 
> 
« 
Ji 
0 


determinar el valor de verdad de las siguien- 

tes proposiciones: 

i. La proyección de un segmento sobre una 
recta siempre es un segmento. 


li. La altura relativa a la hipotenusa es media 
proporcional entre las proyecciones de los 
Catetos sobre la hipotenusa. 


ii. El triangulo cuyos lados miden: «a —b, 
da +Ø y (Za es un triangulo rectángulo. 


a) VVV 
d) FFF 


b) VVF 
e) FVF 


c) FVV 


En la figura, calcular x 


IN 
AU) 
Rx == 
a) 9 b) 8 c) 6 
d) 4 e) 5 


En la figura, calcular x 


a) 5 
b) 2 
0)/2./3 
d) 3 
e) 46 ES 


En la figura, calcular x, si O es centro 
a)5 


d) 8 
e) 6,5 


10. 


En la figura, calcular x 


a) 37" 
b) 53" 
c) 45" 
d) 60? 
e) 30? E Ei 3B 
En la figura;.calcular x 
a) 1 e 
b) 1/2 
) a 6 
c) 2 
d) 1/3 AL a B 
e) 3 ——— 5 —— 


En la figura, calcular x 


a) 2 B 

b) 3 

c) 4 R y 

d) 46 

e) J5 A 6 C 


En lafigura, calcular x 
l 


a) 1/2 

b) 1 6 

c) 2 

d) 1/3 T M 
e) 2,5 A 3 — 


En la figura, calcular a 


a) 30° 


b) 37° 5 
c) 45° F 
d) 53° 
e) 60° 


En la figura, calcular h 


a) 246 
b) 6 
c) 2/3 5 7 


d) 4 
e) 3 A E 


En la figura, calcular a 


11: 


12. 


13. 


14. 


TS: 
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a) 53" B 
b) 60? 9 
c) 30? 6 
d) 459 N 
e) 37° A === a 
En la figura, calcular x 
a) 47 p 
b) 10 
c) 5 ç 
d) 3 A c 
e) 11 — 8 — 
En la figura, calcular a 
T 
4 h 2413 
sA C 
a) 30° b) 26°30' c) 22°30' 
d) 45° e) 37° 
En la figura, calcular x 
a) 345 D 
A> 
b) 246 12 
c) 542 3 
d) 6/2 T G 
e) 443 a 


En la figura, calcular x 


a) 15? 
d) 45° 


62 


16. 


17. 


18. 


| Banco de ejercicios 


En la figura, calcular x : 19. En la figura, calcular x, si: ab = mn 


a) (7 : a) 4 

b) 2,5 122 ; b) 6 m x 
c) 2 : c) 5 

d) 3 kt 2 —— 4 — : d) 2 n 


em 8 : 
à 2 
3 e 


En la figu 


a) 7 
b)8 
c) 9 
d) 6 
e)5 


En la figu 


a) 30? 
b) 40? 
c) 80? 
d) 45? 
e) 37° 


CLAVES 


CALCULO DE AREAS 


REGION PLANA 

Es una porcion de plano limitada por una linea ce- 
rrada, tambien llamada frontera de la region. Las 
regiones principales a tratarse en este capitulo son 
las regiones poligonales (triangular, cuadrangular) 
y la region curvilinea (círculo), y algunas regiones 
mixtilineas. 


Superficie'plana 
(plano) 


R1: region poligonal (hexagonal) 
Rz: region curvilinea 


AREA DE UNA REGION PLANA 


Es la medida de una region plana, la cual resulta 
de comparar dicha región con otra. 


REGIONES EQUIVALENTES 


Son regiones planas que tienen igual area. Sus for- 
mas no son necesariamente iguales. 


Se muestran tres regiones R4, R2 y R3 de áreas As, 
As y Az, respectivamente. 
Ri ES Ro < > Ra 


> A =A =A; 


REGIONES CONGRUENTES 


Son dos regiones planas que están limitadas por fig - 
ras congruentes; tienen igual àrea. Se muestran las 
regiones R4 y Ra de áreas A; y A», respectivamente. 


Si: Ri =R> > As S A, 


ÀREA DE REGIONES TRIANGULARES 


Región triangular. Es una región plana cuyo con- 
torno es un triàngulo. 


. Fórmula bàsica. El àrea de una region trian- 
gular es igual al'semiproducto de las longi- 
tudes desun lado y la altura relativa a dicho 


lado. 
B =— => 
BH: altura relativa a AC. 
bh 
A =P 
AH 
E 
b 
B a I == 
' BH: altura relativa a AC 
| bh 
hall i A = — 
; AABC = 5 
Fl =: 292 
H A c 
a 


AB y BC: catetos 
h 
D RA 5 RA 


. Fórmula trigonométrica. El àrea de una 


región triangular es igual al semiproducto de 
las longitudes de dos lados, multiplicados 
con el seno del àngulo determinado por di- 


chos lados. 
A 
b 
Ce B 


AC = b; BC = ay mZ4BCA — 9 


= | AAABC = 2 seno 
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Triangulo equilàtero 


B 
O 
609 
L L 
4607 60° 
A 
L 


Fórmula de Herón. El área de una región 
triangular es igual a la raíz Cuadrada del pro- 
ducto del semiperímetro de la región triangu- 
lar y la diferencia de dicho semiperimetro con 
la longitud de cada uno de los lados. 


B 
DIR 
C, 
A ¡e 
b 
.atbrc 
2 


AB =BC =AC =L 
2/3 


Amsc = 4 


p 


p: semiperimetro de la region ABC 


dP(P — a)(p = b) (p — c) 


Aĥabo 


Fórmula en función del inradio: El área de 
una region triangular es igual al producto de 
su semiperimetro con el inradio del triangulo 
correspondiente. 


B 


circunferencia 
inscrita 


A 


r: inradio del AABC 
p: semiperimetro de la region ABC 


Fórmula en función del circunradio. El àrea 
de una región triangular es igual al cociente 
del producto de las longitudes de sus tres la- 
dos con el cuàdruplo de su circunradio. 


R: circunradio del AABC 


b 


Fórmula en función del exradio. El àrea de 
una región triangular es igual al producto de 
la diferencia de su semiperimetro y la longitud 
de un lado con el exradio relativo a dicho lado. 


A 


Ra: exradio del AABC, relativo a BC 
p: semiperimetro de la región triangular ABC 


AAABo — (P — a) Ra 


analogamente, con los otros exradios R, y Re. 


AmaBc = (P — b) Re 


AmaBc = (P — C) Re 


FORMULAS ADICIONALES PARA REGIONES 
TRIANGULARES RECTANGULARES 


El area de una region triangular rectangular 
es igual al producto de los exradios relativos a 
los catetos. 


Re, y Re: exradios relativos a los catetos del 


NBAC. 


El àrea de una región triangular rectangular 
es igual al producto del inradio con el exradio 
relativo a la hipotenusa. 

r: inradio del NBAC 

Ra: exradio del NBAC, relativo a la hipotenusa. 


Ansac = "Ra 


El área de una región triangular rectangular es 
igual al producto de las longitudes de los seg- 
mentos determinados en.la hipotenusa por la 
circunferencia inscrita (teorema de Morley). 

B 


circunferencia 
inscrita 


A M C 
AM y MC: segmentos determinados en AC por 
la circunferencia inscrita. 


= | Aa8c = mn 


El area de una region triangular rectangular es 
igual al producto de las longitudes de los seg- 
mentos determinados en la hipotenusa por la 
circunferencia exinscrita relativo a un cateto. 


i 
A CMTIM 
m 


AM y MC son segmentos determinados en AC 
por la circunferencia exinscrita relativa al cateto 


BC. 
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RELACION ENTRE AREAS DE REGIONES TRIAN- 
GULARES 


Es la comparación de las áreas de dos regiones 
triangulares mediante el cociente, esto, común- 
mente, se determina en regiones triangulares cu- 
yas dimensiones o medidas de determinados ele- 
mentos guardan cierta: relación. 


» Sisdos regiones triangulares tienen un lado de 
igual longitud, sus àreas seràn proporcionales 
a las longitudes de sus alturas relativas a di- 


chos lados. 
N 
B 
A ¡e 

b 
Anasc _ h 
AC = ML =b s | — — 
Aamu H 


C Si dos regiones triangulares tienen una de sus 
alturas de igual longitud, sus áreas serán pro- 
porcionales a las longitudes de los lados a los 
cuales son relativas dichas alturas. 

B N 


Ap C 
m 
Anasc = m 
BP2NQ=h -m 
= > | Asme TN 


. En toda region triangular una ceviana interior 
determina dos regiones triangulares cuyas 
areas son proporcionales a las longitudes de 
los segmentos que dicha ceviana determina 
en el lado al cual es relativa. 


B 
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La ceviana interior BN determina las regiones 
triangulares ABN y NBC 


~ AAABN _ m 
Aangc N 
Propiedad: 
B 
A M C 
—— 
m m 


En el AABC, BM: mediana relativa a AC 


~e 


e Si dos regiones triangulares tienen uno de sus 
angulos de igual medida o suplementarios, se 
cumple que sus áreas son proporcionales al 
producto de las longitudes de los lados que 
determinan a.dichos ángulos. 


1. caso 
N 
B 
l 
Cc 
A 5 AN L 
— a 
b n 
Si: mZBAC = mZNML = 0 
Asasc _ bc 
Aamu NP 
2.° caso 
N 
B 
Cc 
p 
A Cc 
c D L 
M n 
Si: a +0 = 180? 
Añasc bo 


Aamu NP 


e Si dos regiones triangulares son semejantes, 
se cumple que sus áreas son proporcionales 
a los cuadrados de las longitudes de sus lí- 
neas homólogas. 


ki razón de semejanza o constante de propor- 
cionalidad (razón lineal) 


. Esta propiedad de relación de áreas se ge- 
neralizan y se cumple que en dos regiones 
semejantes cualesquiera, sus àreas son pro- 
porcionales a los cuadrados de las longitudes 
de sus líneas homólogas. 


AREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 


Region cuadrangular. Es una region plana cuyo 
contorno es un cuadrilátero; esta región puede ser 
convexa o no convexa. 


> Fórmula general. El área de una región cua- 
drangular convexa o'no convexa'es igual al 
semiproducto de las longitudes de sus diago- 
nales multiplicado con el seno de la medida del 
angulo determinado por dichas diagonales. 


AABCd : convexo 


d;d 


AMNLP: cóncavo en P 


mn 
AAMNLP = > senf 


y ASS 


pa M = nL 


Se muestran'los cuadriláteros de diagonales 
perpendiculares. 


d;d 


ÁREA DE UNA REGIÓN TRAPECIAL 

El área de una region trapecial es igual alroducto 
de la semisuma de las longitudes de las bases con 
la longitud de la altura.de dicho trapecio. 


DABCd: trapecio; BC y Ad: bases 
h: longitud de la altura 


a+b 
= Mansoa = (3) 


ademés, si MN es la base media del trapecio ABCd 


Teorema. El àrea de una region trapecial, es igual 
al producto de la longitud de un lado lateral y la 
distancia del punto medio del otro lado lateral ha- 
cia él. 


CNABCd : trapecio 
I: longitud del lado lateral Cd 
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d: distancia del punto medio de AB hacia Cd 


> [Anca =ad | 


AREA DE UNA REGION PARALELOGRAMICA 


Region romboidal. El àrea de una region rom- 
boidal es igual al producto de las longitudes de un 
lado y la altura relativa a dicho lado. 


B 


ZZ/ABCd : romboide 
h: longitud de la altura relativa al lado Ad 


Entonces 


Región rombal. El àrea de una región rombal es 
igual al semiproducto de las longitudes de sus dia- 
gonales. 


ZJABCd : rombo 
dy y ds: longitudes de sus diagonales. 


d 


102 
e Cuadrado r ú 
La 
2 
A= D~ Zi O 
2 L 
. Rectangulo 
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RELACIÓN DE AREAS EN REGIONES CUADRAN- : FORMULAS EN REGIONES TRAPECIALES 
GULARES a. a č 


Cuadrilátero convexo 


A D 


="|-Adro B = MAcod 


Además: 


M, N, Ly T son puntos.medios.de los lados AB, BC, 
Cd y Ad, respectivamente. 


i 2 
i B C 
A E m 
> | Armor = P : N 
: m 
Además /7MNLT: paralelogramo i 
: A D 


Cuadrilatero no convexo 


N 


BC // Ad, M: punto medio de Cd 


B 


M, N, Ly T son los puntos medios de los lados AB, 
BC, Cd y Ad, respectivamente. 


A i i 
> | Ann = ZAR : l E. 
2 i Si DABCd: trapecio (BC // Ad), M y N son 


puntos medios de las bases. 


Cuadrilatero convexo i 


G : 
B : EN REGIONES PARALELOGRÁMICAS 
: 1. B P È 


: D 
CABCd: convexo, las diagonales se intersecan : A 

: ZIABCD 
en P. : = | Asapo ===) 


= | AmarlíMacar) = (Aasec)(Anaap) : También se cumple si el punto P pertenece a 


la prolongación de BC o de CB. 


2. 
o aj 
= D 
A 
o [ion fang- des | 
3 B G 
A-E 
A 


D 


P es un punto exterior al paralelogramo ABCd, 
relativo al lado Cd. 


A ABCD 
> | AsapobAaApo = 2 


AREAS DE REGIONES CIRCULARES 


Circulo. Es una porcion de plano cuyo contorno es 
una circunferencia. 


Area de un circulo 


Corona circular. Es aquella region plana limitada 
por dos circunferencias concentricas. 


Acorona = (RP Eii 1?) 


y Se 


También si T es 


punto de tangencia. 
2 
A — na 
corona 4 
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Sector circular. Es aquella porción de círculo 
limitada por un ángulo central y su arco corres- 


pondiente. 
A 
d ) L 
B 


2 
_ HO 
AmoB = 3602 


r: radio del sector 
circular Ao B 

a: medida del 
angulo central 


Además: 
L: longitud del arco AB 


- LR 


Segmento circular. Es aquella porcion de circulo 
limitada por una cuerda de dicho circulo y el arco 
que subtiende dicha cuerda. 


8 


A B 


: (CSAPB:segmento circular determinado por la 


cuerda AB. 
r: radio 
0: medida del ángulo central correspondiente al 
segmento circular. 


TEOREMA DE REGIONES EXTERNAS 


Al trazar regiones semejantes sobre los lados de 
un triangulo rectangulo, de modo que dichos lados 
del triangulo sean lineas homologas de las regio- 
nes semejantes, se cumple que el area de la region 
trazada sobre la hipotenusa es igual a la suma de 
las areas de las regiones trazadas sobre los ca- 
tetos. 


70 | Banco de ejercicios 


R1, Ro y Ra son regiones semejantes de áreas/A;, 
A2 y Az, respectivamente, en las cuales AB, BC y 
AC son sus correspondientes líneas homólogas. 


LÚNULA 


Es una región [plana no convexa limitada por dos 
arcos de circunferencia secantes. 


En el gráfico la región sombreada es una lúnula, 
limitada por los arcos APB y AQB. 


LÚNULAS DE HIPÓCRATES 


A C 


Se muestran dos lúnulas de áreas, S4 y S, deter- 
minadas por las semicircunferencias de diámetros 
AB, BC y AC; se cumple: 


EJERCICIOS RESUELTOS 


Encontrar el área de la región sombreada, o y 


d son centros, Ao = 4, mAD = mCE 


A 4 7/0 4 B 


Resolución: 


Como: mAdC =a +0 = 90" 

Entonces: mDCE — 8 ta = 90? 

Luego: m4do E = 8 + a = 90" (angulo central) 
ElKdo E es isósceles: m4od E = 45" 


A =14( 5) MA ca 
sector TU 360? T 


Por un punto A exterior a una circunferencia de 
centro o se trazan la secante ABC y la secan- 
te diametrál AdE de modo que mCE = 90°, 
AB = 5, BC — 4. Encontrar el area de la región 
triangular Bo E. 


Resolución: 


BD 5 
AABd — ABCE: 4 ~ BE 
(Bd (BE) = 20 (1) 
AmdBo = AAoBE = X 
(BD)(BE 
Ansage = 2x = EL ..(2) 
20 


detty = Xx=b 


3. 


El triangulo ABC es equilàtero, AM = 3/3, 
NC = (3. Hallar el área de la región som- 
breada. 

B 


A Q G 


Resolución: 


Los KAMQ y NONC son de 30° y 60°: 
AQ = 2.AM = 643; QC =2NC = 243 


As = ZAC? — ZAQ? — RQ: 
Els 3 AQ? — ¿QC 


A, = Zl(8187- (0/37 - (2451 
As = 9n 


El lado de un cuadrado ABCd mide 4, hacien- 
do centro en el vértice B se traza un arco de 
circunferencia que pasa por los puntos me- 
dios de los lados AB y BC, luego se traza la 
tangente AF al arco. d eterminar el àrea de la 
región triangular AFd . 


Resolución: 
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El NAFB es de 30° y 60”, por ser BF = Es 


Entonces: AF — iB = 2/3 


de acuerdo a la formula trigonométrica: 


Anna = Le sen 


60? ie Anar =6 
Sobre los lados de un triángulo ABC se toman 
los puntos di sobre AB, E sobre BC, F sobre 
AC de/modo que dE // AC, dF // BC, las áreas 
de las regiones triangulares Ad F y d BE son 16 
y 25. Encontrar el área de la región triangular 
ABC. 


Resolución: 


25 n? „5 n 
A (m+n? JA m+n 


Sumando y operando: A= 81 


Ad BE —AABC: 


En un triangulo ABC,4a circunferencia inscrita 
es tangente al lado AC en F. Hallar el àrea de 
la región triangular ABC, si FC — 7 y el exradio 
relativo al lado AB mide 5. 


Resolucion: 


A= re(p — c) (1) 
Por propiedad de la circunferencia: 
FC=p-c 


En (1:A=r,xFC=A=5x7 Ap =35 
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Según la figura: BA — 2NB, calcular la relación 
de S4, S2, S3, siendo las áreas de las regiones 
sombreadas, L, P y Q son puntos de tangencia. 


PC 


a) S3 = Si bm S9 b) S3 = 2S, T S; 
c) S3 = (SÍ S») OL OO 
e) S3 = S4 F 284 


En el grafico, P es punto de tangencia. Calĉu- 
lar la razón de áreas de las regiones MBN y 
AMNQ. 


a) 3/4 
b) 9/25 
c) 9/16 
d) 16/25 
e) 4/5 


Hallar el area de la region del hexagono regu- 
lar circunscrito a una circunferencia, sabiendo 
que el area de la region del hexagono regular 
inscrito en la.misma circunferencia es 540. 


a) 840 b)720 c) 650 
d) 600 e) 540 


Se tiene un hexagono regular de 4 m de lado, 
se construyen circunferencias de 2 m de ra- 
dio, tangentes exteriores a cada lado en su 
punto medio. ¿Cuál es el àrea de la región del 
hexagono obtenido al unir los centros de la 
circunferencia? 


a) 9 + 6/3 b) 18 + 2/3 
c) 36 + 24 /3 d) 27 + 18/3 
e) 45 3043 


dos circunferencias de radios 2 y 6 cm son 
tangentes exteriores. Calcular el área de la 
región del triángulo formado por las tangentes 
comunes que se pueden trazar a las dos cir- 
cunferencias. 


a) 12 cm? 
d) 18/3 cm? 


b) 1243 cm? 
e) 15 cm? 


c) 18 cm? 


10. 


11. 


Los lados de un triàngulo miden 15, 20 y 25. 
Calcular el àrea de la región triangular forma- 
da por el incentro, baricentro y circuncentro 
del triangulo. 


a)5 
d) 10/3 


b) 2,5 
e) 25/12 


c) 5/3 


La hipotenusa AC de un triàngulo rectàngu- 
lo isĉsceles-ABC, recto en B, tiene longitud 
L. Exteriormente, se construye el cuadrado 
ACdE. BE y Bd cortan a AC en los puntos P 
y Q. Calcular el Area de la region del triangulo 
PBQ. 


a) 3L? 
d) L2/12 


b) (4/3)? 
e) 2L? 


c) (6/5)L2 


Calcular el àrea de la region de un triangulo 
ABC; mZABC = 90”, la bisectriz interior Bd 
cortan a la circunferencia circunscrita en el 
punto E, si: Bd =6mydE — 8 m. 


a) 21 m? 
d) 18 m? 


b) 42 me 
e) 72 me 


c) 36 me 


En la figura, calcular el àrea de la region som- 
breada, si ABCd es un cuadrado de lado 6. 


a) 9n pi C 
b) 6n = 7 
Cc) 9 


ps ADN 


El área de la región triangular ABC es 24 mé, 
Calcular el àrea de la region sombreada. 


a) 7 m? p 

b) 8 me A 

e) 10 m? 

a AN 
2 

e) 14m Ab P b Q b C 


Si: P, Q, M, N, R, S son puntos de tangencia, 
calcular el àrea de la región triangular ABC. 


a) 1 BÍO 

b) 3 

c) 5 Aa a 
d) 7 i 7 
or ANA 


12. 


13. 


14. 


15. 


0 
> 
< 
d 
o 


Hallar el àrea de la region de un triangulo isós- 
celes ABC, sabiendo que: AB = BC = 30 cm, y 
que la perpendicular a BC en su punto medio 


“KE AE 1 
M, corta a AB en E e: ==- 
Mea 
a) 300 cm? b) 380 cm? c) 240 cm? 
d) 360 cm? e) 120 em? 


Hallar la.razón entre las áreas de una región 
triangular equilátera y una región cuadrada, si 
estas regiones son isoperimétricas. 


2 4 4 
d) 26 e) 3 


Calcular el àrea de la region triangular corres- 
pondiente a.un triangulo isósceles, en el cual 
la base mide 16 cm y el circunradio 10 cm, 
siendo el triangulo obtusangulo. 


a) 32 cm? b) 16 cm? 
d) 30 cm? 3) 34 cm? 


c) 48m? 


En la siguiente figura, se tiene un cuadrado de 
lado 4.m. Calcular el área de la region som- 
breada. 


B C 
a) (m + 2) m? H V 
b) (n= 2) m? > 
c) 2(1 + 2) m? 
d) 2(m- 2) me A 
e) 2(n — 8) me Z z 


Se tiene un triángulo ABC inscrito en una cir- 
cunferencia, se traza la bisectriz BE, cuya pro- 
longación corta en d al arco AC, desde E se 
trazan las perpendiculares EF y EG, hacia AB 
y BC, respectivamente. Si: Fd NAC = {M} y 
Gd NAC = {N}, entonces, podemos afirmar que: 


a) Aamna = Anar + 2AANGC 
b) Aamna = ZAAFM + AANGO 
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c) Aamna = 2(Amarm + A4NGC) 
Aamnd = Anar + AANGC 
€) Aamna = 1/2 (Anarm + AANGC) 


Sea el hexágono regular ABCd EF, cuyo lado 
mide 2 cm. Las diagonales Ad, CF y BE se 
cortan en o. Sobre od , oF y OB, se ubican 
los puntos G, H y P, de modo que el triángu- 
lo-GHP-es.equilàtero. Si el área de la región 
triangular.GHP es la cuarta parte del área de 
la región hexagonal ABCd EF, calcular la lon- 
gitud delssegmento d G. 


a) (2— (2) cm b) 1 cm 
c) (13 — (2) cm d) (42 — 1) cm 
e) 1/2 cm 


En un triángulo ABC se traza la mediana AM 
y la ceviana CN (N € AB), las cuales se inter- 
secan en el punto G. Por el punto M se traza 
una recta paralela al lado AB, que intersecta a 

: xi BN 3 
la ceviana CN en el punto Q. Si: NA 2 y el 
àrea de la región triangular ABC es 140, hallar 
el àrea de la región triangular QMG. 


a) 9 b) 7 o 11 
d) 10 e) 14 


En el gràfico: A = 9, B = 10; C = 12; d = 15, 
calcular el área de la región sombreada. 


a)3 
b)4 
c) 5 
d)6 
e)8 


En un.cuadrado ABCd de lado L, se ha cons- 
truido un triangulo isósceles MEF, obteniéndo- 
se 3 figuras planas de igual àrea (ver figur 
adjunta). Calcular la longitud del segmento 
dE, si M es punto medio del lado AB. 


a) L/12 A M B 
b) L/6 
c) L/4 
d) L/3 
e) 2L/3 DE FC 


En el triángulo ABC de perímetro 48 m, el lado 
BC mide 12 m. La circunferencia exinscrita al 
lado BC tiene radio 10 m. Hallar el área de la 
región triangular ABC. 
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a) 120 m? 
d) 330 m? 


b) 240 m? 
e) 450 m? 


Si: el área de la región cuadrangular ABCd es 
40, M y N son puntos medios de AC y Bd, 
respectivamente, calcular el área sombreada. 


P 
a) 8 


b) 5 
c) 10 8 c 


e) 30 A D 


Si: AR = 2, RGE 3 y AC 54, calcular el àrea 
de la región/cuadrangular PRSB: 


14. 
c) 245 
4 

Del grafico, calcular el area de la region trian- 
gular ABC, si: S4 = 9. : 
a) 36 R : 15: 
b) 42 : 
c) 48 
d) 60 
e) 64 ALEO . ec 
En un triángulo ABC del área 84 m? H y J son 
los pies de las alturas trazadas de los vértices 
A y C, respectivamente. Si JR es perpendicu- 16 
lar a BC, CJ = 2 m y JK = 2/3 m, hallar el ; 
area de la region triangular BJH. 
a) 5 me b) 3,8 me c) 8,2 me 
d) 7 me e) 8,6 me 
Calcular el lado de un octogono regular cuya 
área es 128 m’. 
a) 2m b) 42-42 m 17. 
c) 242-42 m d) 242 +42 m 


e) 8/(2—1m 


c) 300m? ; 12. 


Las diagonales de un paralelogramo miden a 
y b y forman un ángulo agudo C. Hallar el área 
de la región del paralelogramo. 


a) ab senC 


1 
ab cscC 
c) a CSC! 


b) ab cosC 
1 

d) —ab C 

) 2a sen 


1 
—ab 
e) 7a cosC 


Se tiene un circulo de centro o y un punto A 
externo a él4ver figura). Sean: PQ = RS = 16 
m; el àrea de la region triangular o PQ = 48 m2 
y oA = /157 m. Calcular el área de la region 
del triangulo Ao R. 


a) 48 m? pl 
b) 36 m? a 
(3) 24 m2 A EUN 

d) 9 me — 

e) 12 m? RR 


Se tiene un cuadrilatero ABCd, siendo o 
punto de la intersección de sus diagonales. 
Sabiendo que: oA = x, OB = 2x, OC = 8x, 
od = 5x, y que el área de la región triangular 
Bo C es igual a 48 m?; hallar el área de la re- 
gión del cuadrilátero, en m". 


a) 185 b) 187 
d) 190 e) 192 


c) 189 


Del gráfico, calcular: Aj + Az + As, Si: PQ = 2. 
T 
2-2 

a) 2 
T 
2-1 

b) 2 


C)n—i 
d) 1-3 
e)n—2 


Sean dos circunferencias tangentes exterior- 
mente de radios 10 dm y 30 dm. d eterminar el 
area del triangulo isósceles circunscrito a las 
dos circunferencias. 


a) 1800/3 dm? 
c) 900/3 dm? 
e) 2700/3 dm? 


b) 1200/3 dm? 
d) 18043 dm? 


Sea A el àrea de un triangulo A, Ay el área 
del triangulo A4 obtenido uniendo los puntos 
medios de los lados del triàngulo A, anàloga- 


18. 


19. 


20. 


mente sea A, el área del triángulo A», obteni- 
do uniendo los puntos medios de los lados del 
triangulo A4, y así sucesivamente. Hallar, la 
suma de las areas: 


ARA Re do 
3 4 

a) JA b) ZA c) A 
3 

d) ZA 2A 

)3 e) 


Del gráfico, hallar el àrea X, en función de Sy 
y S2. (M, N, P y Q son puntos de tangencia). 


M 


a) 1S182 
b) (Ss? + S2- 68,9» 


[487-83 --63,8, + Sy + A 
c) 2 
MS? + 53+ es sl, + S,)] 
d) 
2 
Sh sí - 68452 — (S14 S2)] 
e) = E 
2 


En un cuadrado ABCd por el vertice B se tra- 
za la recta L4, no secante al cuadrado y por el 
vertice d, se traza la recta L, que interseca al 
lado AB en Q, de modo que: Es y L se inter- 
secan perpendicularmente en P, PB = b y la 
distancia del vértice A a la recta L, es a. Hallar 
el área de la región cuadrada ABCd. 


a) 2b? + 2ab + a? 
c) (2a + by? 
e) (a + by 


b) 2a? + 2ab + b? 
d) (a + 2b)? 


Hallar el área de la región sombreada. 
oA=oB=6 


a)9 

b) 187 
c) 9n 
d) 18 B 
e) 36 O 


luj 
Li 
> 
« 
J 
0 
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Si el area de la region del triangulo ABC es 36, 
calcular el àrea de la region sombreada. 


a) 1 


B 
b) 2 
c) 3 
d) 8 
e)9 BAA é 


En un triangulo rectangulo de hipotenusa 50, 
donde el cateto es el doble del otro, calcular el 
àrea de la región del triàngulo. 


a) 600 b) 500 
d) 350 e) 300 


c) 400 


Calcular el àrea de la región del trapecio mos- 
trado. 


a) 24 
b) 40 y 
c) 36 

d) 32 

e) 28 A D 


Hallar el àrea de la region del triangulo ABC, 
si: Ad =13,AB = 5 yel triangulo BCd es equi- 
latero: 

C 


a) 15 

b)/20 B 

c) 25 

d) 30 

e) 60 A D 


En la figura, hallar el área de la corona circular 
formada, si: AB = 2 m. 


a) 2n m? Y e 
b) 3n m? 

c) (3/4)n me 

d) 4n me 

e) n m? 
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Si ABCd es un rectángulo, AM = Md, S4 = 3; 
S, = 13, S} = 12. Hallar: S4, si o R = od . 


a) 1 
b) 2 
c) 3 
d) 5 
e) 7 


Si Ao B es un.cuadrante, P, Q y M son puntos 
de tangencia y PQ = 2, calcular el àrea de la 
region triangular.Mo P. 


a) 1 eap 
b) 2 

c) 3 M 

d) 4 

e)5 LO Q B 


En la figura, si: BD.= AC = #10 — 2/5 „alcu? 
lar: And: 


B 
A D Cc 
a) 5 b) E c) $ 
d) A e) 25 


En el gráfico: 847.21, S) = 42 y S; = 28. Cal- 
cular S,. 


E 
a) 7 
b) 14 B95 A 
c) 3,5 
-Å 
e) 6 A M D 


En el gráfico, calcular la razón de las áreas 
de las regiones triangulares ABC y MLC, si: 
BL = Ld 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Los catetos de un triàngulo rectàngulo ABC, 
miden: AB = 24, AC = 10. Si E es un punto 
de AB, tal que: AE es la base de un triangulo 
isósceles, cuyo vertice d esta en la hipote- 
nusa BC. Se pide hallar la longitud de AE, de 
tal manera que el area de la region triangular 
Ad E'sea 4/9 del àrea de la región triangular 
ABG: 


a) 18 b) 16 c) 20 
5 


d) 12 e) 1 


Calcular el àrea de la región cuadrada ABCd, 
si: Ad =dQ 


a) 4S E C 

b) 5S 

c) 6425 

d) 8(2 + (2)S ŝ 
e) 12 A D 


Si: mBC = 106° y R = 35, calcular el área de 
la región sombreada. 


a) 663 3 

b) 661 

c) 662 VP 
e) 672 0 


En la figura, AM = 2, BN — 3, calcular el área 
de la región rectangular MNPQ, si T, A y B son 
puntos de tangencia. 


a) 15 u? 
b) 18 
c) 20 
d) 25 
e) 30 


Según el gráfico: AN = NS, AM = MP, 
Pd = dS, TN // MP y dM = 2/6. Calcular el 
area de region TNQ, si se sabe que el àrea de 
la region triangular MQd es 4 mé. 


a) 4 me 
b) 3 me 
c) 2,5 me 
d) 2 me 
e) 1 m? 


16. 


17. 


18. 


Si: BC // Ad, AM = 
S4 + So = 10, calcular S,. 


a) 2,5 B c 


MB, CN = Nd y 


b) 5 „Le ' 
e ETA, 


En una circunferencia de 6 m de radio, se 
inscribe un rectangulo, cuyo lado mayor tiene 
8 m. Por los cuatro vértices del rectángulo, se 
trazan tangentes a.la circunferencia, formán- 
dose un paralelogramo. Calcular el àrea del 
paralelogramo. 


a) 64,8 5 me 
d) 64/5 mê 


b) 143 m? 
e) 65/5 m? 


c) 144,5 m? 


La figura muestra. un cuadrado cuya área 
es 64 m? y tal que: PC.= BP'. Hallar AM, 
si: AP — 6 m. 


20. 


Ui 
Li 
2 
« 
3j 
0 
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a)1215m b) Ln m o La m 


d) LB m  ej2/3m 


. Si: iM = ME (i y E son incentro y excentro, 


respectivamente), Ay + As = 17, A» + Ay = 20, 
calcular el área sombreada Az 


a)y1 
b)2 
c) 3 
d)4 
e) 5 


Calcular el àrea de la región triangular ABC. 


a) 12 A 
b) 12,5 
0), 13 
d) 14 
e) 14,5 


> 
O 


GEOMETRÍA DEL ESPACIO 


RECTA Y PLANOS 


Representación geométrica de un Plano 


i 


Notación: 
ZIP : se lee plano P. 


DETERMINACIÓN DE UN PLANO 


Determinar un plano significa fijarlo geométrica- 


mente en el espacio. 


Postulado fundamental. Tres puntos no colinea- 


les determinan un plano al cual pertenecen. 


dicho plano es el único que contiene a este conjun- 


to de elementos geométricos: 


y 


Si: A, B y C son puntos no colineales. 
=» A, B y C determinan el ZP 


Teorema 1. Una recta y un punto que no pertenece 


a ella determinan un plano. 


È 


Si AeL = Ay L determinan el /7P 


Teorema 2. dos rectas secantes determinan un 


plano. 


X 


Si: Ly n L, ={P} > L, y L, determinan el JQ. 


Definición de rectas paralelas. dos rectas para- 


lelas determinan un plano. 


Ñ 


Si E II La > G y L determinan /7P. 


POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS 
EN EL ESPACIO 


Entre dos planos 
Planos paralelos. Son dos planos que no tie- 
nen ningún punto en común. 


EP ll OH > 
OPAH =Ø 


J 


Planos Secantes. dos planos son secan- 
tes, si dichos planos tienen un conjunto de 
puntos en común, los cuales determinan una 
recta denominada recta de intersección o 
arista. 


Sil car y Ln 


Lea 


= DP y Q son 
planos secantes. 


s 


Entre una recta y un plano 

Recta contenida en un plano. Una recta 
está contenida en un plano, cuando todos 
los puntos de dicha recta pertenecen a dicho 
plano. 


Si: A EL 
A EJZMI/ielN 
=» LCOM AN 


Recta secante a un plano. Una recta y un 
plano son secantes, cuando ambos tienen un 
punto en común, denominado punto de inter- 
sección. 


AN 


Si: JMN L = {P} =, Ly LIM.son.secantes 


Recta paralela a un plano. Un plano' y una 
recta son paralelos cuando dichos elementos 
no tienen ningún punto en común. 


— LA, 
Si L// JP. 
A LA 


Entre dos rectas 

Rectas secantes. Son aquellas rectas«que 
tienen un solo punto en común. 

Existe un solo plano en el cual estàn conteni- 
das dichas rectas. 


» ayb: secantes AS 


Rectas paralelas. Son aquellas rectas que no 
tienen puntos en común y que existe un solo 
plano que las contiene. 


Si mnan-í( } y my n:coplanares 
> my n: paralelas 
Rectas alabeadas o cruzadas. Son aquellas 
rectas que no tienen puntos en común y que 
no son coplanares. 
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Si: G nL, =0D;y 
Es y lo : no coplanares 
> LG y L : Son alabeadas o cruzadas. 


RECTA PERPENDICULAR A UN PLANO 

Se define como aquella recta perpendicular a to- 
das las rectas contenidas en el plano. 

L 


pie de la recta 
perpendicular al plano. 


Si: LA gP 
Eñtonces: L 1 Ls; Ll L; Li Ls; Ll La 


Teorema. Si una recta es perpendicular a dos rec- 
tas secantes contenidas en un plano, entonces di- 
cha recta es perpendicular al plano. 

L 


VAN 
N 


A 


Sean: La CAP y È, carp, 
además Y y Ly son secantes en A 
sí ELE y LLU 

SLIP 


Teorema de las tres perpendiculares. Si por el 
pie de una recta perpendicular a un plano, se traza 
otra recta perpendicular a una de las rectas conte- 
nida en dicho plano, entonces, toda recta trazada 
por el pie de ésta última recta y un punto cualquiera 
de la recta perpendicular al plano sera perpendicu- 
lar a la recta contenida en dicho plano. 
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Sea: LC ZP 
Si: GLÆP y L1 E (L cOP) 


“Lit [ao] 


ANGULO DIEDRO 

Es la figura geometrica formada por la union de 
dos semiplanos que tienen-en:comun una recta de 
origen a la cual se le denomina arista del angulo 
diedro. 


arista 


Notacion: 
e Angulo diedro AB, angulo diedro H = AB — F. 


. Zxoy:/ángulo plano o rectilíneo del angulo 
diedro. 


e 0: medida del angulo diedro. 


PLANOS PERPENDICULARES 


dos planos son perpendiculares; cuando determi- 
nan un diedro que mide 90°. 


a: medida del diedro 
si:a = 900 > JH LZP 


ANGULO POLIEDRO 

Es la figura geometrica formada por tres o mas re- 
giones angulares que tiene el mismo vertice y que 
dos a dos comparten un lado. 


Elementos: 

Vértice: o 

Arista: OA, OB.... 

Caras : Ao B, Bo C.... (medidas: a, b..) 


diedros: oE, od, (medidas: a, B..) 


Notación: 

Angulopoliedro O-ABCDE 

Los angulos poliedros se nombran de acuerdo a 
su numero de caras y pueden ser: angulo triedro, 
angulo tetraedro, angulo pentaedro.. si tiene 3, 4, 
5,.... Caras respectivamente. 


Propiedad: 
En todo àngulo poliedro convexo la suma de las me- 
didas de sus caras es mayor de 0" y menor de 360". 


ANGULO TRIEDRO 
Es aquel poliedro de tres caras. 


Notacion: 

Angulo triedro O-ABC 

Triedro o -ABC 

. Medidas de las caras: a, bc 

. Medidas de los diedros: a, y, B 


Propiedades: 


1. Entodo angulo triedro la suma de las medidas 
de las caras es mayor de 0” y menor que 360? 


0° <a +b + c< 360° 


En todo àngulo triedro la suma de las medi- 
das de los àngulos diedros es mayor de 180" 
y menor de 540". 


180? <a +B +y « 540? 


En todo angulo triedro la medida de cualquie- 
ra de las tres caras es menor que la suma y 
mayor que.la.diferencia de las medidas de las 
otras dos caras. 


a-c«b«arc siendo a>b>c 


En todo ángulo triedro a cara de mayor me- 
dida se Opone un diedro de mayor medida y 
viceversa. 


Sia>c=a>y 


Clasificación: 
Los ángulos triedros se clasifican-según los si- 
guientes criterios: 


Por la comparacion de las medidas de sus 
caras 


Triedro escaleno. Es aquel que tiene sus tres 
caras de diferentes medidas. 


Del gràfico 

Si: a Ab, b£c y afec 

= Triedro: o -ABC: escaleno, ademas: 
a sB, B AI y OFT 


Triedro isosceles. Es aquel que tiene dos ca- 
ras de igual medida a los cuales se oponen 
diedros congruentes. 


Del grafico 

Siia=cC 

= Triedro o -ABC: isósceles, 
Además: a = y 


Triedro equilatero. Es aquel que tiene sus 
tres caras de igual medida y sus tres angulos 
diedros congruentes. 


Del grafico 

Sia=b=c 

= Triedro o -ABC: equilatero, 
Ademas: a = B = y 
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Propiedad: 
En todo triedro isósceles: 


Si: mZAo B.= mZAQoC; y PH perpendicular a la 
cara Bo C 


= | OM: bisectriz del Bo C 


Por el número de caras rectas (de medida igual a 90") 


Triedro rectàngulo. Es aquel que tiene una 
Cara que mide 90". 


B 
C 
A 


Triedro bi-rectangulo. Es aquel que tiene 
dos caras que miden 90". A los cuales se opo- 
nen diedros que miden 90". 


B 
C 
O 
A 


Triedro tri-rectangulo. Es aquel que tiene 
sus tres caras que miden 90”; entonces sus 
tres diedros miden 90°. 


B 
C 
O 
A 


O 
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SÓLIDO GEOMÉTRICO 

. Es aquella porcion del espacio separado del 
espacio inmediato por un conjunto de puntos 
que conforman la superficie del sólido 

. Un sólido de acuerdo a su superficie puede 
ser, poliedro (piramide, prisma, etc.) o cuerpo 
redondo (esfera, cilindro, etc.). 

. La medida de la superficie de un solido es el 
area de la superficie' del sólido, y la medida 
de la porcion de espacio correspondiente a un 
sólido es el.volumen del sólido. 


Poliedro 
(pirámide) 


Cuerpo redondo 
(esfera) 


POLIEDRO 

Es aquel sólido geométrico cuya superficie está for- 
mada por cuatro o más regiones poligonales planas 
a las cuales se les denomina caras del poliedro. 


Al lado común a dos caras se le denomina arista y 
al punto de'concurrencia de las aristas vértices del 
poliedro. 


Diagonal del poliedro: es el segmento cuyos ex- 
tremos son dos vértices ubicados en caras distintas. 


Sección plana: es la intersección del sólido con un 
plano secante a él. 

Los poliedros se nombran de acuerdo a.su número 
de caras y pueden ser: tetraedro, pentaedro, hexae- 
dro, ... si tiene cuatro, cinco, seis,..., caras respecti- 
vamente. 

vértice 


caras aristas 


plano 
secante 


sección pa 
plana 


diagonal del poliedro 


Teorema de Euler 
1. En todo poliedro el número de caras, mas el 


número de vértices es igual al número de aris- 
tas aumentado en dos. 


C+V=A+2 


C: número de caras 
V: número de vértices 
A: número de aristas 


2. En todo poliedro la suma de las medidas de 
los ángulos internos de todas las caras es 
iguala 360%por el número de vértices dismi- 
nuido en dos. 


Szcaras = 960” (V — 2) 


S Zcaras: suma de medidas de los ángulos in- 
ternos de todas las caras. 
V: número de vértices. 


3. En todo poliedro cuyas caras tienen igual nú- 
mero de lados, el número de aristas es igual 
al semiproducto del número de caras y el nú- 
mero de lados de una cara. 


A: número de aristas 

C: número de caras 

n: numero de lados en común de todas las 
caras. 


4. En todo poliedro el número de diagonales es 
igual al valorde la combinación del número de 
vértices del poliedro tomàdos de dos en dos, 
menos el número de aristaSs y menos la suma 
de los números de diagonales de todas las ca- 
ras de dicho poliedro. 


Npp = CY- A — Np 


Nap: número de diagonales del poliedro. 
V: número de vértices 
y v V(V-1) 
ezo 2 
A: numero de aristas 


Ng: suma de los números de diagonales de 
todas las caras. 


POLIEDRO CONVEXO Y POLIEDRO NO CONVEXO 
(CONCAVO) 
Un poliedro es convexo cuando todas sus seccio- 


nes planas son convexas, en caso contrario sera 
no convexo. 


Poliedro convexo 


SD 


P) 


sección plana 
convexa 


Poliedro no convexo o cóncavo 


sección plana 
no convexa 


POLIEDRO REGULAR 

Es aquel poliedro cuyas caras son regiones poli- 
gonales regulares congruentes entre Si y en cada 
vértice concurren-el-mismo número de aristas. 


Solo existen cinco poliedros regulares; los cuales son: 


1. 


Tetraedro regular. Es aquel poliedro regular 


limitado por cuatro regiones triangulares equi- 
lateras. 


Notacion: 
Tetraedro regular 
L-ABC 


€ 
. Altura LG L cara ACB: | LG = aĝ 


G : baricentro de la region triangular ABC 


+ Area de la superficie (A): 


3 
+ Volumen (V): v-22 


Hexaedro regular o cubo. Es aquel poliedro 
regular limitado por seis regiones cuadradas. 
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Tiene 4 diagonales, las cuales son de igual 


longitud y concurren en sus puntos medios el 


cual es el centro del cubo. 


Notación: hexaedro regular ABCd -EFGH 


e Diagonal: | AG = a43 
e Area de la superficie (A): 
24 Volumen (V): [V = a? | 


Octaedro regular. Es aquel poliedro regular 
limitado por ocho regiones triangulares equi- 
lateras. Tiene 3 diagonales, las cuales son de 
igual longitud y son perpendiculares en sus 
puntos medios. 


Notacion: 
o ctaedro regular 
M-ABCd -N 


e Diagonal: | MN = a/2 
»/ Area de la superficie (A): | A = 2a? (3 


a? (2 


+ Volumen (V):| V= 3 


Dodecaedro regular. 
Es aquel poliedro regular 
limitado por doce regio- 
nes pentagonales regu- 


lares. Tiene 100 diago- 
nales. 
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5. lIcosaedro regular. Es aquel poliedro regular 
limitado por veinte regiones triangulares equi- 
làteras. Tiene 36 diagonales. 


POLIEDROS CONJUGADOS 
Es aquel par de poliedros regulares, en los que, 


el número de caras de uno es igual al número de 
vértices del otro y viceversa. 


Los pares de poliedros conjugados son: El tetrae- 
dro con otro tetraedro, el hexaedro y el octaedro, el 
dodecaedro y el icosaedro. 


PRISMA 


Superficie prismàtica. dada una línea poligonal 
plana no secante a-sí misma y una recta secante 
al plano que contiene a la línea poligonal en algún 
punto de dicha poligonal, la superficie prismàtica 
se genera mediante el desplazamiento de la recta 
por la poligonal, manteniéndose paralela a su po- 
sición inicial. 

A la poligonal se le denomina directriz a la recta 
que genera la superficie, generatriz 


Superficie prismàtica abierta 


generatriz 


directriz 


Superficie prismàtica cerrada 


generatriz 


directriz 


Prisma. Es aquel poliedro determinado por una su- 
perficie prismàtica cerrada y dos planos paralelos 
entre sí y secantes a todas las generatrices. 


Caracteristicas. El prisma tiene dos caras para- 
lelas y congruentes a las cuales se les denomina 
bases y las otras caras son regiones paralelogrà- 
micas y estas son denominadas caras laterales. 


Los prismas se nombran según el número 
de lados que-tiene la base, por ejemplo: si 
tiene siete lados, se le denomina prisma 
heptagonal. 


Sección transveral. Es la sección plana deter- 
minada en el prisma por una plano paralelo a su 
base. 


Sección recta. Es la sección determinada en el 
prisma.por un plano perpendicular y secante a to- 
das sus aristas laterales. 


arista bàsica 
base— B Vo 
seccion Recta (SR) 


D 
arista lateral 
Vana altura 


cara lateral 


Notacion: prisma hexagonal 
ABCd EF-A'B'C'd'E'F'. 


e Area de las superficie lateral ( s,) 


As, = suma de àreas de las caras laterales 
Ası = (2psa) aL 


2Psr: perimetro de la sección recta 


e Àrea de la superficie total ( sy) 
Asr = As, + 2(Abase) 


Abase: área de la base 


+ Volumen (V) 


V = (Abase) h 


h: longitud de la altura 
V = (Asa) aL 


Asr: área de la sección recta 
a,: longitud.de la arista lateral. 


CLASIFICACIÓN: 


. Prisma oblicuo. Es aquel prisma cuyas aris- 
tas laterales.no son perpendiculares a las 


bases. 


Y E 
¿DP 
ui 
N 
M E 
PARIS 


“AMOR A SOFIA 


Se tiene el prisma cuadrangular oblicuo 


ABCd -A'B'C'd' 
Se cumple: 


. Prisma recto. Es aquel prisma cuyas aristas 


laterales son perpendiculares a las bases. 


Se tiene el prisma pentagonal recto 
ABCdE-AB'C'd'E' 


a, =h AsR = Apase 


. Prisma regular. Es aquel prisma recto cuyas 
bases son regiones poligonales regulares. 
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PARALELEPIPEDO 


Es aquel prisma cuyas bases son regiones para- 
lelogramicas. 


Paralelepipedo rectangular, rectoedro u ortoedro. 


Es aquel paralelepipedo cuyas caras son regiones 
rectangulares. 


a, b y.c: dimensiones del paralelepipedo rectangular. 


e / Tiene cuatro diagonales, las cuales son con- 
currentes y de igual longitud. 


d? = a? +b? + e? 


e | Área de la superficie total ( sr) 


Asr = 2(ab + bc + ac) 
e Volumen (V) 


TRONCO DE PRISMA 

Es una porcion de prisma comprendida entre una 
de sus bases y un plano no paralelo a las bases 
secante a todas sus aristas laterales. 


Tronco de prisma triangular oblicuo. Es aquel 
determinado en un prisma triangular. 


sección 
recta(SR) 
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Se tiene el tronco de prisma ABC — A'B'C'. 
Volumen (V) 


perto) 


V = (Anso) = (E 


VETAS) = (EE) 


CILINDRO 


Metodo para generar una superficie cilindrica 
Es el mismo metodo con el que se genera la.super- 
ficie prismàtica, Sólo que la directriz es ahora una 
línea curva plana no secante así misma. 


Superficie cilíndrica abierta 


e generatriz 


directriz 


Cilindro. Es el solido limitado por una superficie 
cilindrica cerrada y por dos planos paralelos entre 
si y secantes a todas las generatrices: 


Caracteristicas. Las secciones determinadas en 
los planos paralelos se denominan bases y son 
congruentes. La porcion de superficie cilindrica 
comprendida entre dichos planos es la superficie 
lateral del cilindro; en la cual se ubican segmentos 
paralelos de igual longitud cuyos extremos estan 
ubicados en el contorno de sus bases denomina- 
dos generatrices. 


Seccion recta de un cilindro 


base 


altura 


+ Area de la superficie lateral ( s,) 
Ası = (2Psr) 9 
+ Àrea de la superficie total ( sr) 


Asr = As, + 2(Apase) 


+ — Volumen {V} 


V (Abaso) h | | V = (Asr) 9 


2PsR: perimetro de la sección recta 
Asa: área de la sección recta 


CLASIFICACIÓN: 


e Cilindro recto. Es aquel cilindro cuyas gene- 
ratrices son perpendiculares a sus bases. 


se muestra un cilindro recto, se cumple: 


e | Cilindro oblicuo. Es el cilindro cuyas genera- 
trices son oblicuas con respecto a las bases. 


En el gràfico se muestra un cilindro oblicuo, se 
cumple: 


e Cilindro circular recto. Es aquel cilindro 


recto cuyas bases son circulos, tambien es 
denominado cilindro de revolución porque es 
generado por una region rectangular al girar 
una vuelta en torno a uno de sus lados. 


eje de giro 


. Sección axial de un cilindro de revolución. 


Es una seccion plana determinada en el cilin- 
dro por un plano que contiene a su eje. 


Al desarrollar la superficie lateral de un cilin- 
dro de revolucion resulta una region rectan- 
gular en el cual uno de sus lados tiene igual 
longitud que la circunferencia de una base y 
el otro lado es de igual'longitud que la gene- 
ratriz del cilindro. 


2nr 


+ — Àrea de la superficie lateral ( sí) 


e Àrea de la superficie total ( sr) 
Asr = 2n1r(g +r) 
+ Volumen (V) 
Cilindro oblicuo de sección recta circular. Es 


aquel cilindro oblicuo cuya sección recta es un cír- 
culo. 
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e Area de la superficie lateral ( s,) 


Ast = 2nRg 


R: radio de la sección recta. 
+ Àrea de la superficie total ( sr) 
Asr = As, + 2(Apase) 


e Volumen-(V) 


V = (Apase)h 


Las bases del cilindro oblicuo de sección rec- 
ta circular son regiones elípticas, cuyas áreas 
se calculan en función de sus semiejes. 


o : Centro de T 
= elipse ob 5 
Area de la 
H a | 


región elíptica 


2a: longitud de eje mayor 


2b: longitud del eje menor 


Tronco de cilindro. Es la porción de cilindro 
comprendida entre una base y un plano secante 
a todas sus generatrices no paralela a sus bases. 


Tronco de cilindro oblicuo de sección recta circular 


sección 
recta (SR) 


base 
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AB: generatriz mayor 
Cd: generatriz menor 
O4 YO, : centros de las bases 


< Yu + Om 


e Area de la superficie lateral ( sx) 


—— 


Asi = (pse) 2 


Pero: | 2psp =2xR 


e Volumen (V) 


PIRÁMIDE 


Generación de una superficie piramidal. Se con- 
sidera una línea poligonal plana denominada, direc- 
triz y un punto exterior a dicho plano denominado 
vértice, entonces, una recta denominada generatriz 
que se mugve pasando por este punto y apoyándo- 
se constantemente sobre el polígono, genera una 
superficie denominada superficie piramida 


Se muestra una superficie piramidal con sus dos 
hojas o mantos. 


superficie 
piramidal 


directriz (línea 
poligonal plana) 


Pirámide. Es el sólido limitado por una superficie 
piramidal cerrada y un plano que interseca a todas 
las aristas de una hoja. 


Las pirámides se clasifican según el número de la- 
dos de su base en pirámides triangulares, cuadran- 
gulares, pentagonales, hexagonales, etc. si las ba- 


ses están limitadas por un triángulo, cuadrilátero, 
pentágono, hexágono, etc. 

También se clasifican en pirámides convexas y no 
convexas, según que la base sea convexa o no 
convexa. 

vértice o cúspide 


Y 


altura 


Se muestra una pirámide pentagonal convexa. 


arista lateral 


Cara lateral 


arista lateral 


Notación: 
Pirámide V-ABCd E 


Se muestra una pirámide hexagonal no/convexa. 
Notación: 
Pirámide V-ABCd EF 


e | Área de la superficie lateral ( s) 


As, = Y (áreas de las caras laterales) 


e Áreas de la superficie total ( sr) 


Asr = As + Abase 


Abase: área de la base 


e Volumen (V): | y = Cal 


Propiedad 


Todo plano secante a una piràmide y paralelo a su 
base, determina una piràmide parcial semejante 
al total. 


En dos piràmides semejantes se cumple: 

. Sus lineas homólogas son proporcionales. 

. Las àreas de sus bases, de sus superficie 
totales, son proporcionales a los cuadrados 
de las longitudes de sus líneas homólogas. 


. Sus volúmenes son proporcionales a los cubos 
de las longitudes de sus líneas homólogas. 


En el gráfico, Si IP // TQ 
Piràmide V-ABCd ~ piramide V-A'B'C'd' 


Lineas homologas proporcionales: 


VA VB' AB h 
VA VB AB Ñ 


k | razon de semejanza 


Razon de areas: 


ASTV-A'B'CD') li (VA)Ŝ $ n2 


= A =K 
AST(V-ABCD) (VA)? 


Razón de volúmenes: 


V(V-AB'CD') 


Vv-ABCD) 


Tronco de pirámide. Es la porción de pirámide 
comprendida entre la base y la sección plana de- 
terminada por un plano secante a la pirámide y pa- 
ralela a su base 


cara lateral n 
base superior 


AD aaa i 
base inferior 


arista básica 
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Area de la superficie lateral ( s,) 


As, = Y (areas de las caras laterales) 


Area de la superficie total ( sr) 


Asr = Asi + Ag + Ag 
Volumen (V) 


Vs TAS h Ag + /AsAs) 


Ag y Ag: área de las bases. 


Pirámide regular. Es una pirámide que tiene por 
base a una región poligonal regular y el pie de su 
altura es el centro de la base. 


Vv 


Se muestra una piramide hexagonal regular 
V-ABCdEF. 

o: centro de la base ABCd EF 

VM: apotema de la piramide regular. 


e) Areade las superficie lateral ( s,) 


Ast = (Pbase) Ap 


Pbase: semiperimetro de la base. 


+ Area de la superficie total ( sr) 


Asr = As, + Abase 


Abase: área de la base 


Tronco de piramide regular. Es aquel tronco 
de piramide cuyas bases son regiones poligo- 
nales regulares de modo que sus centros estan 
sobre una misma recta perpendicular a dichas 
bases. 
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M 


AS 


Se muestra un tronco de pirámide exagonal regular. 
Notación: 

ABCd EF-A'B'C'd'E'F' 

MN: apotema del tronco de. piràmide regular 


o yo': centros de las bases (oo ' = h) 
Area de la superficie lateral ( sı) 


Ası = (p+ P')ap 


p: semiperímetro de la base ABCd EF. 
p': semiperímetro de la base A'B'C'd'E'F' 


CONO 


Superficie cónica. Es una superficie generada por 
una recta denominada generatriz que pasando por 
un punto fijo denominado vértice se desplaza por 
todos los puntos de una línea curva plana no se- 
cante a si misma denominada directriz, de tal modo 
que el vértice no pertenece al plano deda directriz. 


superficie conica 
- directriz 
(línea curva plana) 


i == 
VO 
ZX 


Cono. Es el sólido limitado por una superficie cóni- 

ca cerrada y un plano secante a ella que interseca 

a todas las generatrices de una misma hoja. 
vértice o cúspide 


altura 
superficie lateral 


Volumen (V) 


Tronco de cono. Es la porción de cono compren- 
dido entre su base y la sección plana determinada 
por un plano paralelo a dicha base. 


A Su base y a dicha sección se les denomina bases 
del tronco, la superficie cónica que la limita se de- 
nomina superficie lateral del tronco y a la distancia 
entre sus bases se le denomina altura del tronco 
de cono. 


generatriz 


Volumen (V) 


B + B'+/BB') 


B y B': área de las bases. 


Cono circular/recto-o de revolución./Es aquel 
cono recto cuya base es un círculo, también se de- 
nomina cono de revolución porque sé genera con 
una región triangular rectangular al girar una vuelta 
en torno a un cateto. 


v 
360° 
g 
g 
GEL 
z B 


Vo : altura del cono (Vo =h) 
Vo: eje del cono 


nrêh 


TRONCO DE CONO CIRCULAR RECTO O DE RE- 
VOLUCION 


Es un tronco de cono cuyas bases son circulos 
de modo que sus centros estan sobre una misma 
recta perpendicular a dichas bases, tambien se 
denomina tronco de cono de revolucion porque se 
genera con una region trapecial rectangular al girar 


una vuelta en torno a su lado perpendicular a sus 
bases. 


— 
eje de giro 


En el grafico, se muestra un tronco de cono de re- 
volucion. 


0/0: altura 
0,0»: eje del tronco.de cono 


Volumen (V) 


ESFERA 
Superficie esférica y partes notables 


Superficie de revolución. Es aquella: superficie 
que se genera por la rotación de líneas en torno a 
un eje. A continuación analizaremos casos en las 
que la línea està en un mismo semiplano con res- 
pecto al eje de giro. 


Se muestra una superficie de revolución, genera- 
da por la linea ABCd EFGH al girar 360" en torno 
al eje. 


superficie 
Generada 
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Superficie esferica. Es aquella superficie gene- 
rada por una semicircunferencia al girar 360" en 
torno a su diametro. 


circunferencia menor 


plano secante 


maxima 


tangente 


Zona esferica. Es la porcion de superficie esferica 
comprendida entre dos circunferencias determina- 


das por dos planos paralelos y secantes a la su- 
perficie esferica 


arco 


generador 4 360° 


d T 
h h 
N 4 gel 


= 


eje de giro 


ZE 2rrh 


Aze: área de la zona esférica. 
Casquete esférico. Es la porcion de superficie 


esferica que se determina por un plano secante a 
ella. 


l 


A 


arco $ 
generador 


eje de giro 


Ace: área del casquete esférico. 
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SÓLIDO DE REVOLUCIÓN: 


Es aquel sólido que se genera por la rotación de 
una región plana al girar en torno a un eje. 


r: región 
generadora 360? 


+ === 


= 


je de giro X 


Esfera: es aquel solido generado por un semicir- 
culo al girar 360?, en torno a su diametro. 


QD 


semicirculo 
generador > plano 
3605 circulo secante 
O 
círculo, 
máxi 
eje de giro, 


Cuña esférica. Es aquella porción de esfera que 
está limitada por dos semicírculos máximos que 
tienen el diámetro en.común y por el huso esféri- 
co correspondiente. 


semicirculo 
generadora 


Sector esférico. Es aquel sólido generado por un 
sector circular al girar 360" en torno a un diámetro 
del círculo correspondiente, estando el sector en 
un mismo semiplano respecto del eje de giro. 


sector 
circular 
generador A,-7 


h: longitud de la proyección ortogonal del arco AB 
sobre el eje de giro. 


Vse: volumen del sector esférico. 


TEOREMA DE PAPPUS — GULDIN 


Superficie de revolución. El área de la superficie 
generada por una línea plana al girar 360* en torno 
a una recta coplanar y no secante a dicha línea es 
igual aproducto de las longitudes de la línea y de la 
circunferencia que describe su centroide. 


A corte de la superficie 


= generada 
AS5360 
3 » 
B 


AS 


Asc: área de la superficie generada 
L: longitud de la línea AB 
C: centroide de la linea AB. 


x: radio de la Circunferencia descrita por el centroide. 


Sólido de revolución. El volumen del sólido gene- 
rado por una región plana al girar 360” en torno a 
una recta coplanar y no secante a dicha región es 
igual al àrea de la región multiplicada por la longi- 
tud de la circunferencia que describe su centroide. 


corte del sólido 
gengrado 


360" 


eje de giroN 


Vsg: volumen del solido generado. 

A: area de la región generadora. 

C: centroide de la región generadora 

x: radio de la circunferencia descrita por el centroide. 


EJERCICIOS RESUELTOS 


1. Calcular el. volumen de un prisma cuadrangular 
regular, Si el desarrollo de su superficie lateral, 
es una región.cuadrada cuyo lado mide L. 


Resolución: 
Piden: Vpisma — B x h 


Por dato el desarrollo de la superficie lateral 
del prisma es una región cuadrada cuyo lado 
mide L. 


L/4 


a 
EN 
| lu 
L/4.L/4 L/4 L/4 


Como el prisma es cuadrangular regular la 
base es una región cuadrada cuyo lado mide 
L/4 


L 


2 B 
= Vprisma = A Lot. Vpisma = = 


16 


2. Calcular el volumen de un rectoedro, cuyas 
dimensiones son congruentes, a las aristas 
básicas de un prisma triangular de volumen V, 
cuya altura es 3 veces el radio de la circunfe- 
rencia circunscrita a su base. 


Resolución: 
Piden: 
Vrectoedro = Vx 


Se sabe: V, = abc ss (1) 


Por dato las dimensiones del paralelepipedo 
son iguales a las longitudes de las aristas ba- 
sicas de un prisma triangular y ademas: 


Vorisma =V 
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Pero, sabemos: Vorisma = B x h 
Entonces'por àreas: 


BE ZEC (iĉrmula de area con el circunradio) 


> Vorsma = V = (AR) 3R 
3 
> V = zab 
12 c 
4V 
bc = — (2 
abc 3 (2) 
y — 4V 
Reemplazando (2) en (1): V, = = 


Calcular el volumen de un cilindro circular rec- 
to, inscrito en un cono de revolucion, si la altu- 
ra y el diametro de la base del cilindro tienen 
la misma longitud, ademas la media armonica 
entre las longitudes de la altura y el diametro 
de la base del cono es 12. 


Resolucion: 
Piden: 
Vo = ar?ar) 
Vail = 20r 
dato: 
= M.H. (h, 2R) = 12 
2(h)(2R) _ 4, 

h+2R — 

hR 

= (1 
h# 2R (1) 
Luego: NAo 4B ~NAo C 
r h-2r i 
R h =» hr = Rh — 2Rr 
Rh 

de (1): r = —— = 

AU OR 


-. Va = 21(38 = 54n 


El área de la superficie total de una pirámide 
cuadrangular regular es 56 m?. El radio del cir- 
culo inscrito en la base es 2 m. Calcular la longi- 
tud de la altura de la pirámide. 
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Resolución: 


Piden: h 
dato: Asr = 56 

Asr = B +Asp=.56 
Comor = 2/5 B = 4? 
Asr = 4 48a, = 56 = a, — 5 
Luego: hi 4 22- 5... h= 21m 


5. Calcular la longitud del radio de una esfera, 
en centímetros, sabiendo que el àrea de su 
superficie total es numéricamente igual asu 
volumen. 


Resolución: 


Piden: 

R en centímetros 

dato: Ase = VE 

ae ĈAR?» R= 3 om LOJ 


6. En la figura, BN = 3AN = 3/3 m y NT = /7m. 
Calcular el volumen del cilindro (circular recto 
mostrado (T es punto de tangencia). 


ACN 1A 
NX Os A 


XP 


Resolución: 

Piden: A 
Vay = n(243)7h 

Vo = 127h (1) 

Por teorema de Pitagoras: 
(243P UTP= h+ (57 AR 
1247 =h +3 BB 
shed SS o 
En (1): Voj = 12n(4) = 487 m* 


Calcular el área de la superficie total de un 
paralelepípedo rectangular, sabiendo que sus 
dimensiones están en progresión aritmética 
de razón 4 y su diagonal mide 5411. 


Resolución: 


c=a-4 
b=a+4 
Piden: Asr = 2(ab + bc + ac) 


Por dato las dimensiones están en progresión 
aritmética de razón 4. 
b=a+4; c=a-4 
además: d = 5/11= a? + (a +4) 4 
operadoa=9 b=13 y c=5 
Reemplazando: —.. AST = 454 


paralelepipedro 


(a -= 4?) 


El área de la superficie total de un cono es 
2001 m?, el producto de las longitudes de su 
generatriz y el radio de su base es 136 m?. 
Calcular el volumen de dicho cono. 


Resolución: 


2 
Piden: y — — (1) 


Asr = 2007 

Asr = nRg/4 nR? = 2001 

> n(136) + 1R? 22002 

4 R-8 

Luego: g — 17yh — 15 

r(8)7(15) 
3 


dos cilindros circulares rectos, son semejantes 
y las áreas de sus superficies totales son 181 y 
50r. ¿En qué razón están sus volúmenes? 


En (1)/ V= +. V = 320n mê 


Resolución: 


== KE) 


(i) (ii) 


10. 


14: 


Piden: 
Vii 3 
so = (2) (Por semejanza de sólidos) 
Venn Ma 
Akotai(1) 181 
dato: == 
Asotal(11) 501 
2 
> (=) a "a3 (Por semejanza) 
lo 25 fo 5 


Veidi) (2) - 27 


e — 5 1235 


La arista de un cubo, cuya area de su super- 
ficie total es 54 mê, es de igual longitud al 
radio de Una esfera. Calcular el volumen de 
la esfera. 


Resolución: 


Piden: 


4 
Vest. == TR? „(1 


3 
Asf(cubo) = 54 
= 6R9= 54 5R=3 


Reemplazando en (1): 


Vas = ay =.36n m 


Calcular el volumen de una piramide hexago- 
nal regular, cuya arista lateral mide 24 m, y 
ademas dicha arista esta inclinada 30" respec- 
to a la base. 


Resolución: 

Piden: B 
1 

V pirámide a 3 Aaseh 

Por dato la arista lateral 

forma con la base 

un angulo que 

mide 30? A 

= MAoB (not. 30? y 60") 

>h=12 1243 

2 

11. (1243)743 

V piramide = le a 12 


V piramide = 259243 m? 


12; 
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dado dos conos de revolucion, que tienen el 
vertice comun y cuyas bases estan limitadas 
por las circunferencias inscrita y circunscrita a 
un cuadrado. Calcular la razón de volúmenes 
de dichos sólidos. 


Resolución: 


ABCd : cuadrado 

Los circulos de radios r y R son las bases de 
los conos mostrados, pero se observa que 
R-rí2. 


Se tiene un prisma recto cuya base es un 
triangulo cuyos lados miden 3, 4 y 5. Calcular 
el àrea del prisma, si su altura mide 6. 


a) 36 b) 72 c) 84 
d) 80 e) 78 


Calcular el volumen de un prisma triangular 
regular si su arista bàsica mide 8 y su arista 
lateral 3. 
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a) 4843 
d) 3643 


b) 1243 
e) 6443 


c) 2413 


Calcular el volumen de un prisma hexagonal re- 
gular cuya altura mide 543 y la arista bàsica 2. 


a) 80 b) 70 c) 3043 
d) 90 e) 20/3 


Calcular el volumen de la piràmide regular mos- 
trada. 


Calcular la medida de la arista bàsica de una 
piràmide cuadrangular regular si su area total 
es 600 y su apotema mide.25. 


a) 5 b) 10 
d) 20 e) 7,5 


6) 15 


En la figura, el volumen de la piramide mayor 
es V, se han trazado dos planos paralelos a la 
base que trisecan a la altura. Calcular el volu- 
men de la porcion central. 


7V 

27 

5V 
9 


a) 


d) 


Calcular la razón entre la generatriz y el radio 
de la base de un cilindro circular recto si el 
àrea de su superficie lateral es el doble del 
àrea de su base. 


a) 1 
d) 8 


b) 2 
e) 3 


c) 2 


El desarrollo de la superficie lateral de un ci- 
lindro recto es un cuadrado de diagonal 8/2 . 
Calcular su volumen. 


10. 


11. 


12. 


13. 


T T T 
ja gË 
T T 


Un vaso cilíndrico de diámetro d y altura h 
está lleno de agua. Si se vierte el contenido 
en dtro vaso de diàmetro 2d, ¿hasta qué altu- 
ra subirà,elagua7 


c) 


[IF 


Calcular el volumen del cono circular recto 
mostrado, si mZABC = 90". 


a) nR? 
1 3 

b) = TR 
5 


QU 


c) 
d) 
e) 2 zR? 


La región cuadrada que se muestra gira en 
torno al eje L; calcular el volumen del solido 


engendrado. 
L 


3/2 


En la figura BH = BC = 4. Calcular el volumen 
del solido engendrado por la region trapecial 
ABCd (AB = Cd) al girar en torno al eje co- 
planar L. 


a) 481 
b) 64n 
c) 801 
d) 1001 
e) 961 


A H D 


Un recipiente cúbico cuya arista mide 3 y cir- 
cunscrito a una esfera, se llena de agua y lue- 
go se vierte el agua en otro cubo congruente. 
¿A qué altura llega el agua?. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


e)n 


Una esfera de radio R se encuentra inscrita 
en un prisma regular triangular de volumen 
162 (8 u“=Calcular el volúmen de la esfera. 


a) 54n b) 481 c) 721 
d) 277 e) 361 


Se tiene dos esferas metálicas cuyos radios 
miden a y 2a, se funden y se construye un 
cilindro recto cuya altura mide 3a. Calcular la 
medida del radio de la base del cilindro. 


aja b) 2a c) 3a 
3a 4a 

d) = e) = 

) 2 ) 3 


En la figura calcular el volumen del prisma 
recto si su base es un triàngulo.equilàtero de 


lado 5. 
a) 5042 — 


b) 10048 
c) 7543 
d) 5043 
e) 4043 


La figura muestra un paralelepipedo rectan- 
gular cuyas dimensiones son 8; 4 y 6. Calcular 
el area total del paralelepipedo. 


a) 104 
b) 240 
c) 188 
d) 180 
e) 208 


Las caras laterales de un prisma triangular 
regular son cuadrados. Si el àrea lateral del 
prisma es 108, calcular su volumen. 


a) 1243 b) 5443 c) 1843 
d) 3643 e) 3243 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


Ui 
Li 
2 
« 
j 
0 
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Calcular el volumen de la piramide mostrada 
en la figura, si su base es un triangulo equila- 
tero. 


a) 2543 

b) 443 6 
c) 75 

d)7543 

e).5043. 10 


En la figura, calcular el volumen de la pirami- 
de cuadrangular regular. 


a) 7242 
b) 36 /3 
c) 1842 
d) 3642 
e) 108/2 


Calcular el volumen de una pirámide cuadran- 
gular regular cuya arista básica mide 6, sien- 
do su área lateral el quíntuplo del área de la 
base. 


a) 72 
d) 4846 


b) 7246 
e) 5443 


c) 7243 


Una esfera se encuentra inscrita en un cilindro 
recto. Calcular la relación entre el volumen de 
la esfera y el volumen del cilindro. 


a) 4/9 b) 2/5 
d) 2/3 e)4/3 


o) 1/4 


Un cilindro de revolución esta circunscrito a 
una esfera cuyo volumen es 3671. Calcular el 
area total del cilindro. 


a) 367 b) 487 
d) 721 e) 27n 


c) 54r 


11: 
12. 
13. 
14. 
15. 


GEOMETRÍA ANALÍTICA 


SISTEMA DE NÚMEROS REALES 


Es un conjunto de números reales, definido con las 
operaciones de suma, multiplicación y la relación 
de orden mayor (>), menor (<), mayor o igual (>) y 
menor o igual (S), el sistema de los números reales 
se fundamenta en base a los siguientes axiomas: 


Sean a, b y c tres números reales. 

Luego: 

e a+b ER (ley de clausura) 

e a+b=b+a( ley conmutativa) 

. (a +b)+c=a + (b+ c) (ley asociativa) 
+ ab ER (ley de clausura) 

+ — ab = ba (ley conmutativa) 

e (ab)c=a(bc) (ley asociativa) 


Axioma de existencia y unicidad del elemento 
inverso aditivo 


Para cada a e R, existe un único elemento en R, 
denotado por (—a); que cumple la siguiente rela- 
ción: a + (—a) = (-a)+a=0 


Interpretación geométrica de los números rea- 
les en la recta numérica real o eje x. A la recta, 
sobre el cual; se fijan los números reales, se de- 
nomina recta numérica real o eje de abscisas (eje 
x). En dicho eje los números reales se representan 
mediante una relación de orden. 


Veamos el siguiente ejemplo, que nos ilustra la re- 
lación de orden. 


Sean los números reales. x,.y.x> Ubicados en el eje 
x tal que: xy es menor que xo esto es, si el punto 
A de abscisa x; está a la izquierda del punto B de 
abscisas xo. 


A % ‘e 
A(x1) B(x9) 


Tal como se observa en la figura la posición de un 
punto en el eje, se denota, ubicando una letra ma- 
yúscula y a la derecha entre paréntesis el número 
real, así: 


A(x1): se lee: punto A de abscisa xy o xy es la abs- 
cisa del punto A. 


B(x>): Se lee: punto B de abscisa x, O xo es la abs- 
cisa del punto B. 


Luego del ejemplo expuesto, concluimos que, a 
cada punto del eje x se hace corresponder un nú- 
mero real único e inversamente, a un número real 


se hace corresponder un único punto de dicho eje, 
de esta forma, se establece, una correspondencia 
biunivoca entre el conjunto de puntos del eje y el 
conjunto de los números reales. 


En la siguiente figura, ubiquemos un punto de abs- 
cisa cero.el cual se denomina origen de coorde- 
nadas. 


| l origen de coordenadas 


e e oe o 2 


. 2. =. 
e 4 =392-1011 2 3 4 ee HeX 


Distancia entre dos puntos. La distancia entre 
dos puntos de abscisa x4 y xo en el eje x esta 
dado por: 


ci 


(x4) (x2) 


PLANO CARTESIANO 


El sistema de los números reales, es el conjunto 
R, el cuál, está asociado a la recta numérica real 
o eje X. 

Entonces, el producto RXR = IR? es el conjunto 
de todos los pares ordenados del plano que esta 
determinado por dos rectas numericas reales per- 
pendiculares, siendo estos, horizontal y vertical 
respectivamente, dichas rectas son los ejes de 
coordenadas/rectangulares o planos cartesiano y 
a la intersección de los/ejes se denomina origen 
de coordenadas. 


Se muestra el plano cartesiano, entonces, del ori- 
gen de coordenadas hacia la derecha, se ubican 
los puntos cuyos números asociados son positivos 
y a la izquierda los puntos cuyos números asocia- 
dos son negativos, en el eje vertical, del origen ha- 
cia arriba se ubican los puntos cuyos números son 
positivos y hacia abajo los puntos cuyos números 
asociados son negativos. 


Ubicación de un punto en el plano cartesiano 


Postulado. En todo el plano existen infinitos pun- 
tos. 


Entonces, en el plano cartesiano, existen infinitos 
puntos y a cada punto se le asocia un único par o 
pareja de números, el cual se denomina Par o rde- 
nado (Xo: Yo) 


Estas son distancias a los ejes o pertenecen a di- 
chos ejes, el cual, està fijado por una recta hori- 
zontal denominada, eje de la abscisas o eje x y 
otra recta vertical denominado eje de ordenadas 
o eje y. 


eje de 


ofdenada” 


punto P de abscisa Xp Y 
ordenada yy 


7 


Yo 
origen de O(0, 0) 
coordenadas / 
Notación de par ordenado 


(Xo; Yo) donde: xp: es la abscisa 
yo: es la ordenada 


t eje de 
o | X abscisa 


. Los'ejes coordenados determinan en el plano 
cartesiano cuatro regiones las cuales se de- 
nominan cuadrantes, tomado en sentido an- 
tihorario. primer cuadrante (IC), segundo cua- 
drante (iiC), tercer cuadrante (ii C) y cuarto 
cuadrante (¡VC). 


+ Al plano cartesiano se denomina también sis- 
tema de coordenadas rectangulares o siste- 
ma x-y. 

. El conjunto de todo los pares ordenados (x; y) 
se denomina plano numérico y se denota por 
R“, asi: 


R? = ((x:y)/x ER, y CR) 


En el plano cartesiano se realizan las siguien- 
tes aplicaciones: 
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Distancia entre dos puntos. La distancia entre 
dos puntos cualesquiera P(Xo; Yo) y Q(X; y1) en el 
plano cartesiano, esta dado por: 


En la figura 
NPMOQ : aplicando el teorema de Pitágoras. 


dra) = (x4 — Xo)” + (y1- Yo)? 


dira) = dxi- xo)? + (y1= yo)? 


División de un segmento en una razón dada. 
Sean los puntos P(x;; y1) y Q(Xo; Yo) y M(x2; y2) un 
punto del PQ, tal que: i = r, entonces las coor- 


denadas de M esta dado por: 


; PM 
do: — = 
Siendo MG r 


NPHM -AMNQ 


XX PM _ 
Xx2=Xo MQ 


r 


ordenando y despejando Xo 


X1 + TXo 
~ Ter 


Xo yr#—1 


En forma análoga, se despeja yo 


yi + ry2 
== | vr*-1 
= la 7 
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Si PM = m y MQ = N, entonces las coordenadas 
del punto M que pertenece a PQ se expresa en 
funcion de dichas coordenadas, de m y n mediante: 


nx + MX? | Ny4 + My2 
x= ym 
m+n m+n 


Punto medio de un segmento. d ado el segmento 
de extremos A y B, cuyas coordenadas son A = (X+; 
y1), B = (xo; Ya) y M es el punto medio de AB, tal 
que: M = (x; y), luego las coordenadas del punto M 
se determinan mediante la semisuma de las res- 
pectivas coordenadas de A y B. 


Por base media en los trapecios rectangulares 
AAB'B y AA”B”B 


MEM | E + Va 


Calculo de las, coordenadas del baricentro de 
una región triangular. Las coordenadas del ba- 
ricentro de una región triangular, siempre esta, en 
función de las coordenadas de sus vértices. 


G es baricentro de la región triangular ABC. 


Luego: 
X+ X2 14 X3. |. _Yi+Y2+Y3 
FET 
LA RECTA 


Forma de la ecuación general de la recta. Toda, 
ecuación lineal de la forma Ax + By + C = 0, se 
denomina ecuacion lineal en variables x e y o de 


primer grado donde (x; y) pertenece a dicha recta. 
Esto es la ecuacion general de una recta, se cum- 
ple para todo valor de x e y que satisface dicha 
ecuacion. 


yA 


L 
pa BY 10 


» 
x 


L:Ax+ By+C=0| ecuación general 


donde: A, B y C son constantes, siendo m su pen- 
diente 


Inclinación de una recta. Es el ángulo que forma 
la recta con el eje de abscisas. 


Se mide a partir del eje x hasta la ubicación de la 
recta, tomado en sentido antihorario. 


a: medida del ángulo entre la recta L y el eje x. 
0: medida del angulo entre la recta L4 y el eje x 


Pendiente de una recta. Se denomina pendien- 
te de una recta a la tangente trigonométrica de la 
medida del ángulo formado por la recta y el eje x. 


Convencionalmente la pendiente de una recta se 
denota con la letra m minúscula. 


. Seam la pendiente de la recta L. 
Luego: 
Si a < 90", entonces m es positiva. 
. Seam la pendiente de la recta L4 


Si 0 > 90”; entonces'M1.es negativa: 


Calculo de la pendiente. La pendiente de una 
recta puede ser:calculado.conociendo las:coorde- 
nadas de dos puntos de dicha recta. 


Sea la recta L cuya pendiente es m. 
Luego: m = tana 


' EM Y 1 

En el NAMB: tanca = =, 
Mb 
Entonces: m — xx 


Forma de la ecuacion de una recta dado un 
punto y su pendiente. La ecuacion.de una recta 
que pasa por un.punto P(x;; y1) y tiene una pen- 
diente m es: 


y-y1 = m(x-x1) 


Sea A(x; y) € L, luego por càlculo de la pendiente 


a Yy _Y Y 


o 
L: m XX Xx —X4 


Luego. 


E y — y1 = m(x — x4) | ecuación punto pendiente 
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donde: 
P(X4; y1): punto de paso; A(x; y): punto genérico 
m: pendiente 


Forma de la ecuacion de una recta dado su pen- 
diente y su ordenada al origen. La ecuación de 
la recta que pasa por-(0; b) y tiene una pendiente 
m es: y= mx db 


Por la. ecuación punto pendiente 

C:y-b=m(x -0) 

È y= mx + b ecuación intercepto o ecuación de 
pendiente y ordenada al origen. 

m: pendiente de la recta L 


Forma de la ecuación de una recta de coorde- 
nadas al origen. Sea L la recta que pasa por (0; 


b) y (a; 0). 


Aplicando la ecuación de pendiente y ordenada al 
origen. 


Ly=mx+b ...(1) 


Reemplazando m en (1): i 


L: y =-b +b 
Luego 
pie x + = 1 [ecuación de coordenadas al origen 
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Forma de la ecuacion simétrica de la recta 
del gráfico: | d (L4; L2) = 


Calculo de la medida angular entre dos rectas. 
Sean: 


Del grafico 


Distancia de un punto a una recta. Sea L unarec- 


No . L : cuya pendiente es m4. 
ta cuya ecuación es de la forma Ax + Bx +C — 0 y 


un punto P(x4, y4) que.no pertenece a dicharecta, E ed Lp :ĉuya pendiente es mz. 
luego la distancia del punto P.a la recta L esta dada : . 
por: Luego: my = tanB, mo = tana 
AABC: propiedad: 8 = a — B 
Luego: tano = tan(a - B) 
Lo = tana —tanB 
UN, +tana tanp 
Reemplazando tana = m; y tanf = m; 
Se tiene: 
m» —m 
tang = — —L-....(1) 
1+ Mo X m4 
d(P:L) | Axı + By1 + CJ I 
ls un : Analizando la expresión (1) se tiene: 
| 2 2 f 
A+B ¿+ E dud Ma 
d(p; L): distancia del punto P a la rectas : Esto, quiere decir, que las rectas son paralelas. 


Distancia entre dos rectas paralelas. Sean las 
rectas paralelas L4 y Lo cuyas ecuaciones son: 

L4: AXo Byo Ci 0 

Lo: AXo Byo C3 0 


luego la distancia entre dichas rectas esta dado por: 


Si: E nt >» Mı = Mo 
mı y ma son las pendientes de las rectas L4 y 
L, respectivamente. 

e  Si0=90 = mxm2=-1 


Esto quiere decir que las rectas son perpendi- 
culares. 


Si: L LE = m km» =-1 


mı y m2 sondas pendientes de las rectas Lyy 
L, respectivamente. 


Rectas paralelas a los ejes de coordenadas. 
instale en el plano cartesiano una recta, que.sea 
paralela al eje de las x, analice las ordenadas de 
los puntos de dicha recta. ¿Qué nota7, ahora ins- 
tale en el plano cartesiano otra recta, que sea pa- 
ralela al eje de las y, analice las abscisas de los 
puntos de dicha recta ¿Qué observa?, éstas carac- 
terísticas hacen que resulte sencillo establecer sus 
ecuaciones, así tenemos: 


y 
L LYejex 
b Ecuación de L: | y =b 
xX 
L 
y 
L // eje y 
Ecuación de l4 | x = a 
a X 


Ecuaciones de los ejes de coordenadas: 
ejex:y — 0, ejey:x=0 

CIRCUNFERENCIA 

Es el lugar geométrico de todos los puntos del pla- 

no que estan a una misma distancia de otro punto 

fijo del mismo plano denominado centro 


Ecuacion ordinaria de la circunferencia. Sea 
P(x; y) un punto del plano x-y cuya distancia cons- 
tante a otro punto fijo C(h; k) es R, luego; la ecua- 
cion de la circunferencia es: 


Z: (x — h)? + (y — RP = RP, asi: 
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y circunferencia 
po 


SO) | 
En la figura: 


centro: C(h, k); «radio: R, punto generico: P(X, y) 


Entonces por distancia entre dos puntos: 
Z: (x — h}? + (y — k)? = Re 
Ecuación ordinaria de la circunferencia. 


Ecuación general de la circunferencia. La ecua- 
ción general de la circunferencia de los puntos 
P(x, y) de centro C(h, k) y cuyo radio R, está dado: 
Z: (x— h + (y — RP = R? 
desarrollando y ordenando. 


Gx? + y? — 2hx — 2ky +h? +k? - R? =0 


haciendo. —2h = A, —2k =B y 
h? +k? — Re — Ç 


Luego: | Z: X + y? +Ax+By+C=0 


Ecuación general de la circunferencia. 


LA PARÁBOLA 

3 Marque en un plano; un punto fijo F, instale 
ahora, en dicho plano una recta fija L, luego 
ubique puntos en el plano que se encuentren 
igualmente distanciados del punto F y de la 
recta L, la figura formada por todos esos pun- 
tos/es denominada parábola. 


L 


F: punto fij 

L: recta fij 

Los puntos A, B, C, d, E, ... forman la paràbola 
P de foco F y directriz L 
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Se denomina eje focal de una parabola a la 
recta que pasa por el foco y es perpendicu- 
lar a la directriz, el punto de corte entre el eje 
focal y la parabola es el vertice, dado que el 
vértice es un punto de la paràbola, esta a igual 
distancia del foco y de la directriz, a esta dis- 
tancia se le denomina parametro. 

El segmento que une los puntos de una para- 
bola se llama cuerda, las cuerdas que pasan 
por el foco se denominan cuerdas focales y la 
cuerda focal que es perpendicular al eje focal 
y por lo tanto paralela a la directriz, es llamada 
lado recto. 


L: directriz de P 

L, : eje focal de P; V: vértice de P 

p: paràmetro de P, AB: cuerda de P 
Cd: cuerda focal de P; MN: lado recto de P 


F: foco de P, 


Averigúe porque se cumple esta relación 


Dibuje en el plano cartesiano una paràbola 
con su eje focal paralelo al eje de las y, que 
tenga como vértice al punto V(h; k) y sea de 
parámetro p, ubique en ella un punto y analice 
la relación que existe entre las coordenadas 
del vértice y el parámetro. 


Se sabe que en una ecuación todo punto se 
encuentra a la misma distancia del foco y de 
la directriz. 


En la figura; F(h; k + p): foco de P. 
Entonces: d4 = d2 

dy — (et PP 4 (x= h)? = y — (k- p) 
Elevando al cuadrado: 

ly — (k + p)» + (x — hy? = [y — (k — p)? 
Operando los corchetes y acomodando: 
(eh Gdl k) + PY — [y — k) — ple 
aplicando la.identidad de Legendre: 

(x =h)? E 4(y/= k)p 

acomodando: 


(x — h}? = 4ply - K) 


(x;y) EP 


Esta es la ecuación de la parábola P. 

Como se puede ver, en el primer miembro se 
tiene a la variable x acompañada de la abscisa 
del vértice con signo cambiado, este término 
es Cuadràtico, en el segundo miembro vemos 
a la variable y acompañada de la ordenada 
del vértice con signo cambiado, este término 
es lineal y esta multiplicado por cuatro veces 
el parámetro. 

Cuando el eje focal es el eje de las y, el vérti- 
ce es el origen de coordenadas se tiene que 
(h; k) = (0; 0), entonces la ecuación es: 


V: vértice de P; F: foco de P 


p: parámetro de P 


[E =4py hs y) EP 


Es importante indicar que cuando una parabo- 
la se encuentra en el plano cartesiano, el signo 
del paràmetro depende de su orientación, así: 


La paràbola se abre 
hacia arriba 
p po 0 


La paràbola se abre 
hacia abajo 
p<0 


Dibuje en-el.plano cartesiano una parábola 
con el eje focal paralelo al eje de las x, que 
tenga como-vertice al.púnto V(h; k)y«que:sea 
su parametro p, ubique en ella un punto y 
analice la relación que-existe entre las coor- 
denadas de dicho punto, las coordenadas del 
vértice y el paràmetro. 


Se sabe que en una parabola todo punto se 
encuentra a la misma distancia del foco y de 
la directriz. 

En la figura F(h + p, k): Foco de P 

Entonces: dy = ds 


dix- (h +p) P+ (y-k? =x= hép) 
Elevando al cuadrado: 

[x — (h + p)? + (y — k) = [x — (h — p)? 
operando los corchetes y acomodando: 
(y = k = [(x— h) + p)? — [(x — h) — pl? 
aplicando la identidad de Legendre: 

(y — k}? = 4(x — h)p 

acomodando: 


(y =k? =4p(x =h) | (xy)EP 
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Como se puede ver, en el primer miembro se 
tiene a la variable y acompaĥada de la abscisa 
del vertice con signo cambiado, este termino 
es cuadratico, en el segundo miembro vemos 
a la variable x acompafiada de la ordenada 
del vertice con signo cambiado, este termino 
es lineal y esta multiplicado por cuatro veces 
el parametro. 

Cuando el eje focal es el eje de las x y el ver- 
tice es,elvorigen de coordenadas, se tiene que 
(h; k) = (0,0) entonces la ecuación es: 


y P 


V: vértice de P; F: foco de P 
p: paràmetro de P 


Es importante indicar que cuando una paràbo- 
la se encuentra en el plano cartesiano, el sig- 
no del paràmetro depende de la orientación 
de la paràbola, así: 


La paràbola se abre 
hacia la derecha 
p>0 


La parábola se abre 
hacia la izquierda 
p<0 


106 | Banco de ejercicios 


EJERCICIOS RESUELTOS. 


Calcular la pendiente de la recta L: x + 
my + 1 = 0, que interseca al segmento AB, en 
su punto medio siendo A = (2, 2) y B = (4; 6) 
Resolucion: 

Se tiene. L: x F my - 1 — 0 


su pendiente es: m, = - 


Por dato: L NAB = {M} I 
M = (xo: Yo): punto medio de AB 


Por propiedad 
2+4 2+6 
Xo > SE E 


Reemplazando en L: 
3+m(4)+1=0=m=-1 
. MS | 


En la semicircunferencia de diámetro AB; 
A = (=3; 0), en dicha semicircunferencia se 
ubica el punto C de coordenadas (3; 3), si la 
ordenada de B es cero; calcular las coorde- 
nadas de B. 


Resolucion: 


A(=3; 0) 


Sea B = (a; 0) 

Del gráfico notamos que: G L Es, 

Sean m4: pendiente de L; 

ma: pendiente de L2 

Por propiedad: mm, = —1 (1) 
3-0 1 


mM ICS 72 


-O 3 


3 
pero: Mo = 3 = 57-a 


Reemplazando en (1): 


==) - 273 

dni =: SPARIS“ 
9 AMOR A SOFIA 

- B=(7:0) 


Calcular el.área de la region limitada por el 
rectangulo ABCd siendo: 
A=(2;1)B=(1;4yAC=5 


Resolución: 


Piden: AmABCd 
Pero: Amasca = (AB)(BC) 


Por distancia entre dos puntos 
AB = (1-2)2--(4-1)? = AO 


NABC: teorema de Pitagoras 
> BC = 415 
Reemplazando:Amasca-5 (110)(415) 


1 AmABĈd Es 546 


determinar la ecuacion de la circunferencia 
que es tangente al eje de abscisas y a una 
recta L en el punto P, si ademas dicha recta 
contiene al origen y P = (13: 3) 


Resolucion: 
y 


Nos piden: C: (x — hy? + (y — k}? = r? 
m4PoT = 60" 


También: 

OP OC =4(43 -0f +(3 —0 =2/3 
No TC (Notable 30? y 60?) 

> h=2(3;k=r=2 

Bo (x-243P +(y -2)=4 


En un triangulo ABC; A = (1,1), B = (2; 6) y 
C = (6; 2). determinar la ecuacion de la recta 
que contiene a B y'es perpendicular a la me- 
diana AM del triangulo ABC. 


Resolucion: 


Notamos: AB = AC = (26 
= ABAC (isósceles) 
Piden la ecuación de BC 
Cálculo de pendiente de BC: 
m~ = = =-1 

Be 2-6 
Por ecuación punto pendiente. 
BC:y-4 = (- 1(x 4) 
Ŝe BC:ykx-8=0 


determinar las coordenadas del ortocentro 
del triangulo ABC. Si: A = (=1; 6), /B = (2; 3) 
y C = (8; 9). 


Resolución: 


L4 


A(-1;6) 


Calculamos: 

6-3 9-3 

=1 = ““» Lo: Mi = 3» =1 
Se observa que: m4 X mo = —1 

> AB L BC = mZABC = 90? 

= MABC: rectángulo 


Li: mi = 


GEOMETRIA | 107 


Propiedad: en un triangulo rectangulo el orto- 
centro es el vertice del angulo recto. 
.. ortocentro del SABC es (2; 3) 


determinar la ecuación de la recta que es pa- 
ralela a la recta L: y — 2x = 0 y que limita con 
los ejes coordenados, una región cuya área 
es 9, además dicha recta interseca al semieje 
positivo de ordenadas. 


Resolución: 


Piden: ecuación de L, 
datos: Saos = 9 (1) 
Como: Lo // L; = Mo = m; = 2 = tang 
= NAoB: OB = 2(Ao) 

a)(2a 
En (1): NA) -9 =a=3 
Ahora: Lz: y — 2a = m; (x — 0) 
.L-y-2x-6=0 


Se tiene un rombo ABCd, donde A = (2; 2) y 
C = (4; 6). determinar la ecuacion de la recta 
que contiene a la diagonal. Bd.. 


Resolución: 


Pero: Bd L L: 

= Mp X m, 

Pero: m, 2 2 = MBE 
luego, M punto medio de AC = 
(propiedad) 


al 
2 
M = (3; 4) 
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10. 


Por ecuación punto pendiente 
Bd : (y -4) = -3 (x-3) 
Bd :2y+x-11=0 


Se tiene un triangulo ABC, en el cual las coor- 
denadas de sus vertices son A (2; 2), B (4; 4) 
y C (3; 6). determinar la ecuacion de la recta 
que contiene a B y es.paralela al lado AC. 


Resolucion: 


Pero: És Il E 

6522. - 

3-2 

Por ecuación punto pendiente 

s. LNF 4 = 4(x — 4) 
Li4x-y—12-0 


4 


> m =m = 


determinar la ecuación de la recta, que con- 
tiene al baricentro de una región triangular, de 
vértices (6, 0), (a; b) (—a,6: b) y además al 
punto (0; 0). 


Resolucion: 


C(—a, 6—b 
Xx 
A(6; 0) 
6+a+(-a). a+b+6-b 
E — 


Luego G(Xo; Yo) = G(2; 2) Baricentro 


Como la recta contiene a (0; 0) 


——— 
o 


11. 


12. 


se sabe L : y = mx (recta que contiene el origen) 
“Ly=x 


Según el gráfico, determinar la ecuación de 
la parábola, si el área de la región cuadrada 
MoTR es 16. 


eje focal 


Resolución: 
y 
p 
X 

Sabemos 2: x? = 4py (1) 
Como A po TRM =16 90oT=TR=4 
> R = (4; 4) 

Pero R € P 


Reemplazamos en (1): 


47 =4p(4/5 pal PL Ay 


determinar la ecuación de la circunferencia, 
ubicada en el primer cuadrante tangente al 
eje de ordenadas en el punto (0, 6) y cuyo 
centro se encuentra a 5 unidades de la recta 
3x — 4y— 10=0 


Resolución: 
Piden: ecuación de la circunferencia 


dato: el centro de Gdista de L en 5 unidades 
5 [3(a) —4(6) — 10] 


a = 25 = |3a — 34] 


13. 


14. 


Para que Ç pertenezca al primer cuadrante 
3a — 34 = -25 =a=3 
z. Z: (x-3 + (y — 6)“ = 3? 


Según el gráfico, determinar la ecuación de la 
recta L . Si F es el foco y V es el vértice de la 
parábola mostrada, además NM = 8 (V; punto 
de tangencia): 


Notamos: 
MN: lado recto (LR) de la 9%, por propiedad 
MN =4p =8;p=2 
Pero FV =p => FV=oM =2 
= N=(8;2) y V = (4; 0) 
ms o». 1 
L 84 2 
Por ecuación punto pendiente: 
L: y-0 =3(x-4) -LIX=2y-74=0 


Los vértices de un triangulo son A(—7, 9), B(5; 4) 
y C(17; 19) con centro en A se traza una 
circunferencia que interseca a BC en M, si 
mZBAM = mZzMAC. determinar la ecuación 
de dicha circunferencia. 


Resolución: 


15. 


16. 
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Piden: ecuación de $: (x + 7) + (y — 9)? = r? 
Por distancia entre dos puntos: 

AC = 26 y AB = 13 

ABAC (T. Bisectriz) 

=» CM = 2MB (por propiedad) 


5+2(17) 
2 
= — 9 


1+3 


Análogamente: yo = 9 
= M(xo; Yo) = M(9; 9) = r= 16 
GC: (x +7% + (y — 9) = 16? 


Segun la figura, determinar la ecuación de la 
paràbola, cuyo vértice es el centro del cuadra- 
do PQRS; siendo su eje focal paralelo al eje x, 
o P = 2 y la longitud del lado de dicho cuadra- 
do es 4. 


centro del 
cuadrado 


Piden: P: (y — 2)? = 4p(x — 4) 

Pero P (2; 0) pertenece a la P 
Reemplazando: (0 — 2)? = 4p(2 — 4) 

z. P: (y — 2) = -2(x — 4) 


1 
>» p= -75 


2 
Calcular el área de la región limitada por las 
rectas 

L:y-x=0; Lzy+x-8=0; 
y el eje de abscisas 


La: y =2 
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Resolucion: 


Piden: S, — A +B 

Pero: NAPB.2.NCHd 

= APE = Acha 

l. Sx = Smnuope='(6)(2) =12 


determinar la ecuación de la recta que pasa 
por el punto (1; 2) y tiene pendiente —2/3. 


a)2x+3y-8=0 b) x+.2y + 18 =Q 
c)3x+2y-8=0 d)2x pe 9 = 0 
e)x+y+9=0 


Señale la ecuación dela recta que pasa por P 
(3, 2) y cuyo angulo de inclinación sea 37”. 
a)3x=4y-1=0 b) 3x + 4y = 17 50 
c) 4x=3y-6=0 d) 4x + 3y -18 =0 
e) 3X—2y -5=0 


Sefiale la ecuación de la recta que pase por 
los puntos P (1,5). y Q(—3; 2). 
a)3x-2y+7=0 b) 2x+3y -AF =0 
c) 2x — 3y +13 =0 d) 3X —4y 417 =0 
e) 3x + 4y —23 = 0 


El área de la región triangular determinada 
por la recta L: y — 2x + 10 = 0 y los ejes coor- 
denados es: 


a) 25 
d) 31 


b) 28 
e) 20 


c) 30 


Calcular a y b si las rectas L4 y Lọ pasan por el 
punto (2; — 3): 

L4: ax + (2 — b)y — 23 = 0 

Lo: (a=1)x+by+15=0 


a)7y2 b)3y5 
d)4y7 e)2y6 


c) 5y4 


Calcular el àrea del triàngulo formado por: 
L4: x = 4; Lo: x + y = 10 y el eje x. 


10. 


11. 


12. 


13. 


a) 18 
d) 32 


b) 48 
e) 24 


c) 36 u? 


dada la recta L: x + 2y — 6 = 0, ¿cuál es la 
longitud del segmento que determina dicha 
recta entre los ejes cartesianos? 


b)»3(5 
e) 5 


a) 6 
d) 10 


c) 8 


determinar cuàles de los puntos M4(2, 1), 
M»(2; 3); Ma(8; 3), M4(—3, 3), Ms(3; —1) estan 
situados en la recta: 2x — 3y — 3 = 0 


a) Mı b) M, c) M3 
d) M5 e) Mz 
Hallar la ecuación de la recta L que pasa por 


el punto (4; —3), y es paralela a una recta cuya 
ecuación es: y = 3x + 5 


a)y=3x+5 b) y = 2x + 34 
e) y = 3x — 15 d) y =2x +4 
e) y — 4x —2 


La ecuación de la recta Lesx+2y+3=0y 
las coordenadas de un punto es P(5, 6). Hallar 
la ecuación de la recta que pasa por P y es 
paralela a L. 


a)2y-xr17=0 
0) 2y +x+17=0 
e) y + x -7 =0 


b) 2y +x-17=0 
c)2y -x-17=0 


Calcular el valor de a de/modo que la recta: 
L: ax = (a — 1)y + 18 = 0 sea paralela a la 
recta; L4: 4x + 3y +7 =0 


a) 6 b) 2 
d) 5 e) 8 


c) 4 


Señale la ecuación de la recta mediatriz del 
segmento AB, si A(—3; 1) y B(5; 5) 


b) 3x + 


a)x-2y+5=0 Ey 
d) 2x + y 


c)2x-y+1=0 
e) 4x-y+1=0 


-6=0 
-5=0 


Señale la ecuación de la recta que pasando 
por (1; 2) sea paralela a la recta de ecuación: 
3axx+y-1=0 


a)3x+y+1=0 
C)3x+y+5=0 
e)3x+y-7=0 


b)3x+y+5=0 
d)3x+y+7=0 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


La pendiente de la recta L que pasa por los 
puntos A(a; a + 1) y B(1, —2) es 3. Calcular la 
ecuación de la recta L, que es perpendicular 
a L y pasa por el punto A. 


a)x+3y+15=0 b) x+3y+16=0 
c)x+3y-1=0 d)x+3y-16=0 
e) x + 3y 5 19 = 0 


determinar.los valores de m y n para los cua- 
les la recta de ecuación. 

L: (m + 2n.—.3)x + (2m —n + 1)y + (6m + 9)=.0 
es paralela al eje de abscisas e intercepta al 
eje y en el punto (04.—3). 
a) (m; n) Æ (7; —5) 

c) (m; n) = (7; —2) 

e) (m; n) = (5; 2) 


b) (man) (5; 7) 
d) (m; n) = (—2; 7) 


Seĥale la ecuación de la recta que pasando 
por (—3; 5) sea perpendicular a'la recta de 
ecuación: 2x — 3y + 7 50. 
a)2x+3y-9=0 B) 3x »2y + 150 
c) 3x+2y-1=0 d)x == 8y 3. 1 0 
e) 3x — y — 150. 


Si elárea de la región sombreada es f hallar; 


la ecuación de la recta L. 


a)y-x+1=0 
c)y-3x+2=0 
e)y-2x+1=0 


b)y-x-1=0 
d)y+x-1=0 


Según el gráfico, determinar la ecuación de la 
recta que contiene a AB, si AB/L y o B = 642 


a) (3x-y+6-6/3=0 
b) (3x+y -6+6/3=0 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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c) [3y-x+6-6/3 =0 
d) (3y-x+6-6/3=0 
e) y =6/3x+2=0 


Si el cuadrado EBCd y el A Ao B tienen igual 
perimetro, calcular la ecuacion de la recta L. 


a) 3y +4x=0 b) 3y +2x=0 
c) 3y —4x — 0 d) 3y —2x — 0 
e) 4y —3x — 0 


Calcular la ecuación de la recta que pasa 
por (2, 5) y es perpendicular a la recta 
2x-5y+1=0 

a) 4x-6y-7=0 
c) 3x—6y-9=0 
e) 5x+2y-20=0 


b) 5x—8y—15-0 
d) 5x+2y-15=0 


Se da la recta: 2x + 3y + 4 = 0. Hallar la ecua- 
ción de la recta que pasa por el punto M(2; 1) 
y es perpendicular a la recta dada. 


b)3x=2y -4=0 
d)2x-3y+6=0 


a) 4x+y=9=0 
c) 3x-2y+5=0 
e)x+y-3=0 


Calcular el área del triángulo que se de- 
termina con los ejes cartesianos y la recta 
L:Bx—y+6=0 


a) 12 b) 18 
d) 24 e) 9 


c) 6 


Una recta tiene ángulos de inclinación de 1357 
y pasa por el punto (1; 1); si el punto B (3; k) 
pertenece a dicha recta, hallar el valor de k. 


a) —3 b) 1 c) 3 
o) =1 e) 2 


En la figura, la ecuación de la recta L es: 
4x + (3 — a) y — 7 =0. Calcular a. 
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a) 1 


lu) 
> 
« 
J 
0 


